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Аннотация. Для уравнений газовой динамики в эйлеровых переменных построено семейство
двухслойных по времени полностью консервативных разностных схем с профилированными
по пространству временными весами. Значительное внимание в работе уделено способам кон-
струирования регуляризованных потоков массы, импульса и внутренней энергии, не нарушаю-
щих свойств полной консервативности разностных схем данного класса, анализу их амплитуды
и возможности их использования на неравномерных сетках. Эффективное сохранение баланса
внутренней энергии в данном типе дивергентных разностных схем обеспечивается отсутствием
постоянно действующих источников разностного происхождения, производящих «вычислитель-
ную» энтропию (в т. ч. на сингулярных особенностях решения). Разработанные схемы несложно
обобщить с целью расчета высокотемпературных течений в средах, неравновесных по темпера-
туре (например, в плазме при различии температур электронной и ионной компонент), когда
при необходимом для описания течения наборе переменных недостаточно одного уравнения
баланса полной энергии.
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1. Введение

Как показала практика, принцип полной консервативности [1] является одним из
весьма эффективных критериев качества разностных схем, возникающих при числен-
ном моделировании движений сплошной среды. Проблема построения двухслойных по
времени разностных схем, удовлетворяющих этому принципу, была решена в [2] для
случая лагранжева описания движения среды. Определенные трудности возникли при
попытке построить такие схемы для уравнений газовой динамики в эйлеровых пере-
менных. В [3] было рассмотрено весьма широкое семейство двухслойных разностных
схем и показано, что оно не содержит полностью консервативной. В работе [4] была
построена трехслойная полностью консервативная схема. На случай пространственных
течений она была обобщена в [5].

Настоящая работа является естественным продолжением [6–8] с использованием
операторного подхода [9–11] и конструированием регуляризирующих потоков массы,
импульса и внутренней энергии, не нарушающих свойств полной консервативности си-
стемы. В ней работа сил термодинамического сжатия связана с дивергентным сжатием
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вещества, интерполяция по времени скоростей движения которого использует технику
профилирования временных весов по пространству.

Сами же интерполяционные веса связаны с переменными массами движущихся
узловых частиц среды. Такая нелинейная аппроксимация скоростей частиц в узлах
разностной сетки (зависящая от массы этих частиц) обеспечивает одновременно две
вещи. Во-первых, она сохраняет внутреннюю энергию в данном типе дивергентных
разностных схем, что обеспечивается отсутствием постоянно действующих аппрокси-
мационных источников разностного происхождения в уравнении внутренней энергии,
производящих «вычислительную» энтропию, в т. ч. на сингулярных особенностях реше-
ния (например, на расходящихся центрированных волнах разрежения). Во-вторых, эта
аппроксимация для узловых частиц переменной массы обеспечивает одновременный
согласованный баланс их импульса и кинетической энергии с учетом массоперетоков
в движущейся среде. Наконец она является простой в реализации и имеет второй по-
рядок аппроксимации.

Также в работе предложена естественная регуляризация потоков массы, импуль-
са и внутренней энергии системы, не нарушающая свойств полной консервативности
разностных схем данного класса. Исследована амплитуда этих потоков на явном и неяв-
ном слоях по времени, а также допустимость их адаптивного использования на сетках
переменной структуры. Адаптивные включение искусственной вязкости могут произво-
диться, следуя, например, [12], но не для схемы Лакса-Вендрофа, а для данного класса
двухслойных по времени полностью консервативных разностных схем (ПКРС).

2. Постановка задачи

Рассмотрим течение газа в системе координат Эйлера. Пусть µ⃗ – скорость течения.
Плотность потока массы обозначим µ⃗ = ρ · u⃗ (ρ – плотность среды). Тогда система
уравнений Эйлера для течения среды имеет вид:

D

Dt
(dM) = −dV divµ⃗, (2.1)

D

Dt
(u⃗dM) = −dV gradP − dV div(µ⃗u⃗) + df⃗ (2.2)

D

Dt
(εdM) = −PdV divu⃗− dV div(µ⃗ε) + dQ, (2.3)

D

Dt
(
u⃗2

2
dM) = −u⃗dV gradP − dV div(µ⃗

u⃗2

2
) + u⃗df⃗ , (2.4)

D

Dt
((ε+

u⃗2

2
)dM) = −dV div(Pu⃗) − dV div(µ⃗(ε+

u⃗2

2
)) + u⃗df⃗ + dQ, (2.5)

где P – давление; ε – удельная внутренняя энергия.
Здесь формула (2.3) представляет собой закон сохранения внутренней энергии;

(2.4) – закон сохранения кинетической энергии; (2.5) – закон сохранения полной
энергии.

Мы воспользовались очевидным тождеством:

u⃗
D

Dt
(u⃗dM) =

D

Dt
(
u⃗2

2
dM) +

u⃗2

2

D

Dt
dM.

Здесь считается, что частица среды массой dM , заключена в объем dV , через гра-
ницы которого протекает поток массой m⃗u, несущий импульс m⃗u · u⃗ и внутреннюю
энергию muE⃗.
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3. Полностью консервативная дифференциально разностная
схема (ПКРС)

Опуская исходную систему Эйлеровых уравнений для течения среды (см. [2; 13–
14]), сразу запишем соответствующую двухслойную по времени ПКРС в переменных
Эйлера. На Рис. 3.1 представлена разностная сетка, ω – узлы разностной сетки, Ω – её
ячейки. Термодинамические величины ρ, ε, P будем относить к объёмам ячейки V и её
массу M = ρv – к ячейкам Ω. Будем относить скорость u⃗, приузловые массу m и объём
v к узлам ω.

Рис. 3.1. Разностная сетка
Fig 3.1. Difference grid

Справедливы равенства:

mω =
1

2

∑
Ω(ω)

MΩ, VΩ = hi, νω =
1

2

∑
Ω(ω)

VΩ = hi+0.5, µ
∼
D =

1

2

∑
ω(Ω)

µ∼
ω , ρνω =

mω

νω
= ρνi+ 1

2
,

где µ∼
ω – введенный узловый поток массы; µ∼

D – введенный ячеечный поток массы. Под
отнесенным к узлу импульсом будем понимать величину Iω = ρνωuω.

Дальше для континуальных операций векторного анализа div u⃗ , grad P , div(µ⃗ · u⃗),
введем их разностные аналогиDIV :(ω) → (Ω),GRAD: (Ω) → (ω), и для аппроксимации
процессов переноса DIVD:(Ω) → (ω), DITD:(Ω) → (ω). Операция DITD используется
для аппроксимации переноса импульса в уравнении (2.2) и является тензорной.

Соответственно найдём:

DIV u⃗ =
1

V

∑
ω(Ω)

sω(Ω)µD(Ω), GRAD P =
△ P

ν
, где △ P = −

∑
Ω(ω)

sω(Ω)PΩ + S∂ωP∂ω,

DIVDµ⃗D = −1

ν

∑
ω(Ω)

sω(Ω)µD(Ω), DITD(µ⃗D · u⃗D) = −1

ν

∑
ω(Ω)

sω(Ω)µD(Ω)u⃗D(Ω).

В выражении для △ P , если узел ω = ∂ω – граничный, добавлено слагаемое с вели-
чиной P∂ω на границе и знаковой функцией S∂ω = ±1, в зависимости от направления
граничной нормали.
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Выпишем [2] в переменных Эйлера:

mt = −νDIVDµ⃗∼
D, (3.1)

(mu)t = −νGRAD P∼ − νDITD(µ⃗∼
D · u⃗∼D), (3.2)

(Mε)t = −P∼V DIV u⃗∼ − V DIV [(ρεu⃗)∼ω ], (3.3)

(m
u⃗2

2
)t = −ν(u∼, GRAD P∼ − νDIVD(µ⃗∼

D

u⃗2∼D
2

). (3.4)

Под µ⃗Eω = (ρεu⃗)ω понимаем некоторую аппроксимацию потока внутренней энергии
в узле ω. Также в ячейке, обозначенной узлами ω и ω′, введём величины:

u⃗∼D =
1

2
(u⃗δωω + u⃗δω

′

ω′ ), u⃗2∼D =
1

2
(u⃗δωω , u⃗δω

′

ω′ ).

На временных слоях t и t̂ = t + τ введём разностные производные по време-
ни и пространственно-точечные (т. е. в узлах сетки ω) временные интерполяции:
at = (â − a)/τ , a(δ) = δâ + (1 − δ)a. Здесь интерполяционный вес δ может быть связан
с узлом пространственной сетки ω, например, по закону δ =

√
m̂/(

√
m̂+

√
m).

Также под произвольной интерполяцией по времени сеточных функций a, â между
слоями t и t̂ будем обозначать сеточную величину a∼.

4. Аппроксимация и введение искусственной вязкости

Введем одномерную неравномерную сетку по ячейкам Ωi ∪ ∂Ω и узлам ωi+0.5 ∪ ∂ω
вдоль пространственной переменной xi+0.5.

Рис. 4.1. Неравномерная сетка
Fig 4.1. Irregular mesh

Здесь символ ∂ индентифицирует граничные ячейки и узлы: ω0 = ω/∂ω, Ω0 = Ω/∂Ω.
Уравнения для плотности ρ и внутренней энергии E можно привести к виду:

Aiyi−1 − Ciyi +Biyi+1 = −Fi, i = 1, N − 1,
y0 = a1y1 + b1; yN = a2yN−1 + b2

и далее решать модифицированным методом Ньютона в сочетании с алгоритмом про-
гонки. В уравнениях (2.1)–(2.4) в правой части неявность заложена в узловых и яче-
ечных массовых потоках. После применения метода Ньютона и вводя обозначения для
приращений δyi = ys+1

i − ysi , опуская выкладки, сразу выпишем прогоночные коэффи-
циенты (A, B, C, F ) для ρ−, u− и E− интерационных групп. Верхним символом ≈
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указываем, что зависимость величины на неявном слое по времени t̂ берётся на извест-
ной s-й итерации.

Aρi = βi−0.5hi−0.5, Bρi = βi+0.5hi+0.5, Cρi = hi +Aρi +Bρi, Fρi = −f≈ρi .

Аналогично для скорости u уравнения принимают вид:

Aui+0.5δ△ui−0.5 +Bui+0.5δ△ui+1.5 = −Fui+0.5,

где

Aui+0.5
=
{
−τ
{
−
[
−βi

hi
τ

(−ρs+1
νi−0.5)

]}
−

−τ
[
−
{1

2
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i+1−ρ
s+1
i )]+[−Ki−0.5(ρs+1

i −ρs+1
i−1 )]}1

2
{δs+1

i−0.5}
}]}

/ρs+1
νi−0.5,

Cui+0.5 =
{
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τ
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νi+0.5)

]
−
[
−βi
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τ

(ρs+1
νi+0.5)

]}
+

+τ
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2
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i )]}1

2
{δs+1

i+0.5}
}
−

−
{1

2
{[−Ki+0.5(ρs+1

i+1 − ρs+1
i )] + [−Ki−0.5(ρs+1

i − ρs+1
i−1 )]}1

2
{δs+1

i+0.5}
}]}

/ρs+1
nui+0.5,

Bui+0.5
=
{
−τ
{[

−βi+1
hi+1

τ (−ρs+1
νi+1.5)

]}
−

−τ
[{1

2
{−[Ki+1.5(ρs+1

i+2 −ρ
s+1
i+1 )] + [−Ki+0.5(ρs+1

i+1 −ρ
s+1
i )]}1

2
{δs+1

i+1.5}
}]}

/ρs+1
νi+1.5,

fui+0.5 = −f≈ui+0.5, Ki+0.5 = βi+0.5
hi+0.5

τ
.

Для внутренней энергии E:

AEi = βEi−0.5hi−0.5, BEi = βEi+0.5hi+0.5, CEi = hi +AEi +BEi, FEi = −f≈Ei,

где использованы обозначения

fρi = hi(ρ̂i − ρi) + τ(µ∼
i+0.5 − µ∼

i−0.5),

fui+0.5
( ˆIi+0.5 − Ii+0.5) + τ

{
(P∼

i+1 − P∼
i ) + [µ∼

Di+1
u∼Di+1

− µ∼
Di
u∼Di

]
}
,

fEi = hi(Êi − Ei) + τ
{

[P∼
i (u∼i+0.5 − u∼i−0.5)] + [µ∼

Ei+0.5
− µ∼

Ei−0.5
]
}
,

δ△ui+0.5 = ρs+1
νi+0.5δui+0.5, δ

s+1
i+0.5 =

√
ms+1

i+0.5/(
√
ms+1

i+0.5 +
√
mi+0.5).

Здесь β – коэффициент адаптивного вязкого накопления. В выражении f≈ui+0.5 и для
членов p(ρs+1, E) и δ(ρs+1) в скоростной группе на неявном слое по времени ρ берётся
на (s+ 1)-й итерации, а u и E – на s-й интерации. Также в блоке вычисления энергии
для f≈Ei, p(ρ

s+1, E) и δ(ρs+1) на неявном слое по времени, ρ берётся на s+ 1 итерации.
Адаптивная вязкость с коэффициентами {ν, νE , νI} представлена в уравнениях

(2.1) –(2.4) в узловых массовых потоках µω = uωρω − (ν · GRADρ)ω, где ρω– узло-
вая аппроксимация плотности, как добавка к переносимой внутренней энергии в узлах
⃗µEω = (ρεu⃗)ω−(νE ·GRAD E)ω и как добавка к давлению PΩ−(νiDIV (ρs+1

ν u⃗)). Эти вяз-
кости пропорциональны {ν, νE , νI}, берутся на неявном слое по времени t̂, в то время,
как другие слагаемые берутся с симметричной по времени аппроксимацией с весом 0.5.

Коэффициенты вязкой диффузии выбираются следующим образом:
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(
ν

h
)ω = βω

hω
τ
, (

νE
h

)ω = βEω
hω
τ
, (

νI
h

)Ω = βΩ
hΩ
τ

,

где βω = I≈νωq
nνω
ν krω, βΩ = I≈uΩq

nνΩ
νu krΩ.

Здесь числа Куранта в узлах и ячейках введены как krω =
|uω| + ε

2

τ

hω
, krΩ =

∥usΩ∥ + ε

2

τ

hΩ
; ε – малая добавка к числу Куранта, существенная на близком к нулю

скоростном на фоне; usΩ – ячеечная интерполяция скорости на известной s-й итерации.
Понимая под вязким наклоплением β в схеме величину {βω, βEω, βΩ}, а под коэфици-
ентом вязкости ν – одну из величин {ν, νE , νI} и I≈ = {I≈ω , I≈Eω, I

≈
Ω }, кратко можно

записать так:
ν

h
= β

h

τ
, β = l≈qnkr, kr =

|u| + ε

2
τ
h , q > 1, n = 0, 1, 2, . . .

В коэффициенты адаптивного вязкого накопления β входит шаблонный сеточный
функционал I≈, равный 1 при наличии искусственной вязкости или 0 при отсутствии
её, в зависимости от критерия монотонизации плотности ρ, внутренней энергии E и
импульса I = ρνu в соответствующих узлах ω и ячейках Ω.

При начальном локальном включении искусственной вязкости (из-за возникающей
немонотонности) полагается I≈ = 1, n = 1, что соответствует «вязкой» аппроксима-
ции соответствующего процесса переноса. Далее, локально, вязкое накопление β мо-
жет увеличиваться с возрастанием ν. Заметим, что величины h, β, I≈, n, kr имеют
пространственно-локальный смысл, в то время как величины q и значения лимитеров
β0 = {βω0, βEω0, βΩ0}(β < β0) для плотности, внутренней энергии и импульса являются
глобальными по всей сетке атрибутами задачи.

5. Об устройстве итерационного ПКРС алгоритма

В используемом итерационном алгоритме для вычисления приращений физических
величин на неявном слое по времени, помимо нестационарных членов, в уравнени-
ях (2.1) – (2.3) на неявной (s + 1)-й итерации берутся только члены, пропорциональ-
ные вязкостям {ν, νE , νI}. Поэтому сходимость итерационного алгоритма определяет-
ся числами Куранта kr, связанными с его явной итерационной частью. Корректность
коэффициентов A, B, C в раздельных прогонках для приращений δρ, δ△u, δE опре-
деляется вязкими накоплениями {βω, βEω, βΩ}. Таким образом, на каждой s-й итера-
ции алгоритм состоит из трех зависимых друг от друга групп. Дополнительно для
каждой группы работают специальные блоки для монотонизации (сглаживания) реше-
ния. В каждой из групп должны выполняться необходимые условия неотрицательности
(A ≥ 0, B ≥ 0, C > 0) и диагонального преобладания (C −A−B > 0) коэффициентов
прогонки.

Перед начальной итерацией (s = 0) локально по сетке устанавливаются l≈ ≡ 0,
k ≡ 1. Здесь управляющий параметр k = {kνω, kνEω, kνΩ} локально в соответствующем
узле или ячейке может принимать три значения:

1) k = 1 – изменение соответствующего β разрешено;
2) k = 0 – возможно только уменьшать β;
3) k = −1 – доступно только для чтения.
Перед последующими итерациями (s > 0), если локально k ≥ 0, то устанавливается

соответствующие l≈ ≡ 0, k ≡ 1. Иначе (при k = −1) соответствующие величины l≈ и β
не изменяются.
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Блок-схема s-й итерации состоит из групп:
(<ρs+1 – расчет>, <βρ – накопитель>), <βρu – корректор >,
((<us+1 – расчет>, <βρu – накопитель>), (Es+1 – расчет>, <βE – накопитель>).
{< ρs+1 – расчет>: <вычисление плотности ρ на (s+ 1)-м слое>}.
{< βρ – накопитель>: <формируется адаптивное вязкое накопление βω, не превы-

шающее лимитера βρ0, и управляющим параметром kνω при βω = βρ0 (с повторяющи-
мися <ρs+1 – расчетами>), так что в результате отсутствует немонотонность в профиле
ρs+1 >}.

{< βρu – корректор>:
<1. Обеспечивает выполнение диагонального преобладания Dui+0.5 = Cui+0.5−

−Aui+0.5 − Bui+0.5 > 0 в узлах ω с возможным пропорциональным уменьшением шага
по времени τ и всех вязких накоплений β. При уменьшении шага по времени в узлах
ω, где было нарушено условие Dui+0.5 > 0 устанавливается kνω = −1, величинам ρ, u
и E на s-й итерации присваиваются значения с явного t слоя и выполняется возврат на
<ρs+1 – расчет>;

<2. Если в ячейках (Ω(ω0)) вокруг узлов ω0 было l≈ = 0, то в них выполняется
l≈ ≡ 1, nνΩ = 0>;

<3. За счет выбора вязких накоплений βω и βΩ обеспечивается неотрицательность
прогоночных коэффициентов Aui+0.5 ≥ 0, Bui+0.5 ≥ 0 с возможным локальным до-
стижением лимитеров (βΩ = βρ0, kνuΩ = 0) и пропорциональным уменьшением шага
по времени τ с вязкими накоплениями {βω, βEω}. В узлах ω, значения βω в которых
приводили к отрицательным, Au < 0, Bu < 0 и устанавливается kνω = −1. При умень-
шении шага по времени τ величины ρ, u, E на s-й итерации присваивают значения с
явного t – слоя и выполняется возврат <ρs+1 – расчет»}

Итерационные блоки (<us+1 – расчет>, <βu – накопитель >) и (<Es+1 – расчет >,
<βE – накопитель>) с монотонизацией по импульсу I = ρνu и по внутренней энергии
E с формированием вязких накоплений βΩ и βEΩ аналогичны описанному выше блоку
для плотности (<ρs+1 – расчет>, <βρ – накопитель>). Если по достижению макси-
мально возможного числа итераций nsmax наблюдается итерационная расходимость,
то происходит пропорциональное уменьшение шага по времени τ и соответственно, всех
вязких накоплений β. Полагается k = −1, величинам ρ, u, E на известной s-й итерации
присваиваются значения с явного t-слоя и выполняется возврат на <ρs+1 – расчет>.
Если критерий сходимости {|δρ| < ε1|ρs| + ε2, |δI| < ε1|ρs| + ε2, |δE| < ε1|ρs| + ε2} вы-
полняется, то итерации прекращаются и полагается {ρ̂ = ρs+1, Î = Is+1, Ê = Es+1}.

6. Заключение

Проведен теоретический анализ с разработанным применительно к ПКРС с профи-
лированными по пространству временными весами, связанными с переменными масса-
ми движущихся узловых частиц среды классом дивергентных адаптивных вязкостей.
Для уравнений газовой динамики в эйлеровых переменных с использованием опера-
торного подхода и конструированием регуляризирующих потоков массы, импульса и
внутренней энергии, не нарушающих свойств полной консервативности, построено се-
мейство двухслойных по времени полностью консервативных разностных схем с профи-
лированными по пространству временными весами, связанными с переменными масса-
ми движущихся узловых частиц среды. Предложенный алгоритм показал существенное
улучшение качества численного решения задачи Эйнфельда. Эффективное сохранение
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баланса внутренней энергии в данном типе дивергентных разностных схем обеспечи-
вается отсутствием постоянно действующих источников разностного происхождения,
производящих «вычислительную» энтропию (в т. ч. на сингулярных особенностях ре-
шения).
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Abstract. For the equations of gas dynamics in Eulerian variables, a family of two-layer in
time completely conservative difference schemes with space-profiled time weights is constructed.
Considerable attention is paid to the methods of constructing regularized flows of mass, momentum,
and internal energy that do not violate the properties of complete conservatism of difference schemes
of this class, to the analysis of their amplitudes and the possibility of their use on non-uniform
grids. Effective preservation of the balance of internal energy in this type of divergent difference
schemes is ensured by the absence of constantly operating sources of difference origin that produce
"computational"entropy (including those based on singular features of the solution). The developed
schemes can be easily generalized in order to calculate high-temperature flows in media that are
nonequilibrium in temperature (for example, in a plasma with a difference in the temperatures of
the electronic and ionic components), when, with the set of variables necessary for describing the
flow, it is not enough to equalize the total energy balance.
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