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Аннотация. Построены оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления од-
номерных и многомерных гиперсингулярных интегралов на классах функций Ωu

r,γ(Ω,M),

Ω̄u
r,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ,M = Const, γ – вещественное положительное число.

Функции, принадлежащие классам Ωu
r,γ(Ω,M) и Ω̄u

r,γ(Ω,M), имеют ограниченные производ-
ные до r-го порядка в области Ω и производные до s-го порядка (s = r + ⌈γ⌉) в области Ω\Γ,
где Γ = ∂Ω. Модули производных v-го порядка (r < v ≤ s) являются степенными функциями
от d(x,Γ)−1(1 + | ln d(x,Γ)|), где d(x,Γ) – расстояние от точки x до Γ. Интерес к этим классам
функций обусловлен тем, что к ним принадлежат решения сингулярных и гиперсингулярных
интегральных уравнений и многие физические поля, в частности, гравитационные и электро-
магнитные поля. В работе даны определения оптимальных по точности методов вычисления
гиперсингулярных интегралов. Построены оптимальные по порядку по точности квадратурные
формулы вычисления одномерных и многомерных гиперсингулярных интегралов на классах
функций Ωu

r,γ(Ω,M) и Ω̄u
r,γ(Ω,M).
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1. Введение

В настоящее время наблюдается активное развитие приближенных методов вычис-
ления сингулярных интегралов (СИ) и гиперсингулярных интегралов (ГИ).

Это, в первую очередь, обусловлено той ролью, которую играют сингулярные инте-
гральные уравнения (СИУ) и гиперсингулярные интегральные уравнения (ГИУ) при
решении задач аэродинамики [1–4], электродинамики [5], ядерной физики [6], геофизи-
ки [7]. Особенно широкое применение сингулярные и гиперсингулярные интегральные
уравнения находят в задачах анализа и синтеза антенн. Поскольку решения СИУ и
ГИУ в аналитическом виде известны только для узкого класса уравнений [8; 9], то воз-
никает задача разработки приближенных методов их решения и, следовательно, задача
приближенного вычисления сингулярных и гиперсингулярных интегралов.

Приближенному вычислению СИ и ГИ посвящено множество работ, обзоры которых
имеются в книгах [10–16] и статьях [17–29].

Отметим, что большинство работ посвящено одномерным ГИ. В этих работах пред-
ложены различные вычислительные алгоритмы. В связи с этим возникает необходи-
мость в построении методов, позволяющих сравнивать эти алгоритмы. Одним из таких
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методов является сравнение алгоритмов по оптимальности (по точности, сложности,
памяти и т. д.).

Подробное изложение вопросов построения оптимальных, асимптотически опти-
мальных, оптимальных по порядку (по точности и сложности) алгоритмов вычисления
сингулярных, полисингулярных и многомерных сингулярных интегралов дано в [12].
Там же приведена достаточно подробная библиография работ, посвященных оптималь-
ным методам вычисления сингулярных интегралов.

Оптимальные алгоритмы вычисления ГИ получили меньшее развитие. Ряд асимпто-
тически оптимальных и оптимальных по порядку по точности алгоритмов вычисления
гиперсингулярных, полигиперсингулярных и многомерных гиперсингулярных интегра-
лов построен в монографии [13].

В данной работе построен ряд оптимальных по порядку по точности алгоритмов вы-
числения ГИ на весовых пространствах Соболева. Интерес к их построению обусловлен
тем, что многие физические поля, в частности гравитационные [7], электромагнитые,
описываются весовыми пространствами Соболева, а при построении различных транс-
формаций геофизических полей используются ГИ [7].

2. Определения гиперсингулярных интегралов

Ж. Адамар ввел [30–31] определение гиперсингулярных интегралов, рассматривая,
в олномерном случае, интегралы вида

b∫
a

A(x) dx

(b− x)p+α

при целом p и 0 < α < 1.
В данной работе используется определение ГИ в смысле главного значения Коши-

Адамара.

О п р е д е л е н и е 2.1 [32]. Интеграл

b∫
a

φ(τ) dτ

(τ − c)p
, a < c < b,

определяется как предел:

b∫
a

φ(τ) dτ

(τ − c)p
= lim

v→0

 c−v∫
a

φ(τ) dτ

(τ − c)p
+

b∫
c+v

φ(τ) dτ

(τ − c)p
+
ξ(v)

vp−1

 ,
где ξ(v) – функция, выбранная так, чтобы предел существовал.

Первое определение многомерных ГИ дано Адамаром в монографиях [30–31]. В дан-
ной статье используются следующие определения многомерных ГИ.

Рассмотрим ГИ

Lφ ≡
∫ ∫

G

φ(τ1, τ2)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

,
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где t = (t1, t2) ∈ G \ ∂G; p (p > 2)− натуральное число.
Приведем две регуляризации интеграла Lφ.
Пусть R(t, ε) = {z : |z − t| ≤ ε}, где ε < ρ(t, ∂G) и ρ(t, ∂G) – расстояние от t до ∂G.

О п р е д е л е н и е 2.2 Пусть p – натуральное число. Пусть |∂
|v|φ(t1, t2)

∂tv11 ∂t
v2
2

| ≤

≤M, |v| = v1 + v2, 0 ≤ |vi| ≤ p− 2, i = 1, 2.
Под интегралом Lφ при p ≥ 3 понимается предел

Lφ = lim
ε→0

∫ ∫
G\R(t,ε)

φ(τ1, τ2)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

−
p−2∑
k=1

Bk(ε)

εk
− C(ε) ln ε

 ,

где Bk(x), C(x) – функции, удовлетворяющие условиям:

а) предел существует;

б) Bk(x) ∈W k;

в) C(x) пригадлежит классу функций Дини-Липшица.

З а м е ч а н и е 2.1 В работе [13] приведено эквивалентное и, в ряде случаев,
более удобное определение.

О п р е д е л е н и е 2.3 Пусть p, p > 2− нецелое число. Интеграл Lφ при
p = k + α, k = 2, 3, . . . , 0 < α < 1, определяется как предел

Lφ = lim
ε→0

∫ ∫
G\R(t,ε)

φ(τ1, τ2)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

− B(ε)

εp−2

 ,

где B(ε) – удовлетворяет следующим условиям:

а) предел существует;

б) B(ε) ∈W p−2.

3. Классы функций

Через Hα(D,M), Hα1,α2(D,M) обозначены гельдеровские классы функций.
Описания классов функций W r,s(D,M), D = [a, b; c, d], 0 < M < ∞, Cr

l (Ω, 1),Ω =
= [a1, b1; · · · ; al, bl] приведены в [12–13].

Пусть x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + v2 + . . . + vl, 0 ≤ vi ≤ |v|, i =
= 1, 2, . . . , l,Dv = ∂|v|/∂v1x1 . . . ∂

vlxl.

О п р е д е л е н и е 3.1 [33] Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . . Функция
φ(x1 . . . , xl) входит в класс Qr,γ(Ω,M) при выполнении следующих условий:

max
x∈Ω

|Dvφ(x)| ≤M, при 0 ≤ |v| ≤ r,

|Dvφ(x)| ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω \ Γ, при r < |v| ≤ s,

где s = r+ [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1− µ при γ – нецелом, s = r+ γ при
γ – целом.
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Здесь d(x,Γ) = min1≤i≤l, min(|1 + xi|, |1 − xi|).

О п р е д е л е н и е 3.2 [34]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; γ, r и u −
натуральные числа; s = r + γ. Класс Q̄u

rγ(Ω,M) состоит из функций φ(x), x =
= (x1, x2, . . . , xl), для которых выполнены следующие условия:

max
x∈Ω

|Dvφ(x)| ≤M, при 0 ≤ |v| ≤ r − 1,

|Dvφ(x)| ≤M(1 + | lnu d(x,Γ)|), x ∈ Ω \ Γ, при |v| = r,

|Dvφ(x)| ≤M(1 + | lnu−1 d(x,Γ)|)/(d(x,Γ))|v|−r, x ∈ Ω \ Γ, при r < |v| ≤ s.

О п р е д е л е н и е 3.3 [34]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , u − натуральное
число; γ > 0, γ− нецелое число. Множество Qu

r,γ(Ω,M) состоит из функций, для
которых выполнены следующие условия:

max
x∈Ω

|Dvφ(x)| ≤M, при 0 ≤ |v| ≤ r;

|Dvφ(x)| ≤M(1 + | lnu d(x,Γ)|)/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω \ Γ, при r < |v| ≤ s,

где s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1 − µ.

З а м е ч а н и е 3.1 Классы функций Qr,γ(Ω,M), Q̄u
rγ(Ω,M), Qu

r,γ(Ω,M) явля-
ются обобщением класса функций Qr(Ω,M), введенного в [35].

4. Определения оптимальных алгоритмов вычисления ГИ

В этом разделе приведем, следуя работам [13; 36], определения оптимальных, асимп-
тотически оптимальных и оптимальных по порядку квадратурных и кубатурных фор-
мул вычисления ГИ.

Рассмотрим ГИ

Lφ =

1∫
−1

1∫
−1

φ(τ1, τ2)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

, (t1, t2) ∈ Ω = [−1, 1]2, p > 2.

Интеграл Lφ будем вычислять по кубатурной формуле

Lφ =

m∑
k=1

n∑
l=1

ρ1∑
i=0

ρ2∑
j=0

pklij(t1, t2)φ(i,j)(xk, yl) +Rmn(t1, t2;xk, yl; pklij ;φ). (4.1)

Кубатурные формулы (4.1) определены на классе функций Ψ.
Точность кубатурной формулы (4.1) определяется функционалом

Rmn(xk, yl; pklij ;φ) = sup
(t1,t2)∈Ω

|Rmn(t1, t2;xk, yl; pklij ;φ)|.

Введем функционалы Rmn[Ψ] = sup
φ∈Ψ

Rmn(xk, yl; pklij ;φ);

ζmn[Ψ] = inf
xk,yl;pklij

Rmn(xk, yl; pklij ; Ψ), где нижняя грань берется по всем узлам

(xk, yl) ∈ Ω и всем коэффициентам pklij .
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Кубатурная формула вида (4.1) с коэффициентами p∗klij и узлами (x∗k, y
∗
l ) на-

зывается оптимальной, асимптотически оптимальной, оптимальной по порядку, если
Rmn(x∗k, y

∗
l ; p∗klij ; Ψ)/ζmn[Ψ] = 1,∼ 1,≍ 1.

Наряду с кубатурной формулой (4.1) интеграл Lφ будем вычислять по формуле

Lφ =

N∑
k=1

ρ1∑
i1=0

ρ2∑
j2=0

pkij(t1, t2)φ(i,j)(Mk) +RN (t1, t2;Mk; pkij ;φ). (4.2)

Обозначим через Ψ класс функций, на котором построены кубатурные формулы (4.2).
Введем функционалы RN (Mk, pkij , φ) = sup

(t1,t2)∈Ω

|RN (t1, t2;Mk; pkij ;φ)|;

RN (Mk, pkij ,Ψ) = sup
φ∈Ψ

RN (Mk; pkij ;φ); ζN [Ψ] = inf
Mk,pkij

|RN (Mk, pkij ,Ψ)|.

Кубатурная формула вида (4.2) с коэффициентами p∗kij и узлами (M∗
k ) яв-

ляется оптимальной, асимптотически оптимальной, оптимальной по порядку, если
RN (M∗, p∗kij ,Ψ)/ζN [Ψ] = 1,∼ 1,≍ 1.

Замечание. Говорят, что αn ∼ βn, если lim
n→∞

αn/βn = 1. Аналогично, αn ≍ βn, если
0 < A ≤ αn/βn ≤ B <∞, A,B – константы.

Ниже используется следующее утверждение, цитируемое по работе [36].

Л е м м а 4.1 (С. А. Смоляк). Пусть функционалы L(f), L1(f), . . . , LN (f) – ли-
нейные и Ω – выпуклое центрально-симметричное множество с центром симмет-
рии Q в линейном метрическом пространстве. Пусть supf∈Ω0

L(f) < ∞, где Ω0 ≡
{f ; f ∈ Ω, Lk(f) = 0, k = 1, 2, ..., N}. Тогда существуют числа D1, . . . , DN , та-
кие что supf∈Ω|L(f) −

∑N
k=1DkLk(f)| = R(T ), т. е. среди наилучших методов есть

линейный.

С л е д с т в и е 4.1 R(T ) = supf∈Ω0
Lf.

5. Оптимальные по порядку методы вычисления ГИ в весовых
пространствах Соболева

Будем рассматривать гиперсингулярные интегралы вида

F (φ) =

1∫
−1

φ(τ)dτ

(τ − t)p
, (5.1)

которые будем вычислять по формулам

F (φ) =

N∑
k=1

ρ∑
l=0

pk,l(t)φ
(l)(tk) +Rn(pk,l, tk, φ), (5.2)

где pk,l, tk – коэффициенты и узлы квадратурной формулы.
Наряду с узлами tk, k = 1, . . . , N, введем узлы t1k = −1+(k/N)v, t2k = 1− (k/N)v, k =

= 1, . . . , N, v = (s + 1 − p)/(s + 1 − p − γ). Обозначим через {ξk}, k = 1, · · · , 3N + 1,
объединение узлов tk, k = 1, . . . , N, и t1k = −1 + (k/N)v, t2k = 1 − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N .

Справедливо следующее утверждение.
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Т е о р е м а 5.1 Пусть интеграл (5.1) вычисляется по кубатурной формуле
(5.2), определенной на классе функций Ψ и использующей n = (N(ρ + 1))2 значений
подынтегральной функции и ее производных. Тогда

ζn(Ψ) ≥ Anp−1 inf
ξk

sup
φ∈Ψ(ξk)

∫
Ω

φ(t)dt. (5.3)

Здесь нижняя грань берется по всевозможным сеткам узлов (ξk) ∈ Ω, k = 1, · · · , N ;
Ψ(ξk), k = 1, · · · , N, означает множество функций φ(t), удовлетворяющих условиям: 1)
функции φ(t) – неотрицательные; 2) функции φ(t) обращаются в нуль вместе с произ-
водными φ(i)(t), (0 ≤ i ≤ ρ) в узлах ξk.

Доказательство проводится по аналогии с доказательствами, приведенными в мо-
нографии [13], и поэтому опускается.

Частными случаями теоремы 5.1 являются следующие утверждения.

Т е о р е м а 5.2 [13]. Пусть φ ∈ Ψ = W r(1). Для квадратурных формул вида
(5.2) справедлива оценка ζn[Ψ] ≥ Cn−r−1+p.

Т е о р е м а 5.3 Пусть φ ∈ Ψ = Qr,γ([−1, 1],M). Для квадратурных формул
вида (5.2) справедлива оценка ζn[Ψ] ≥ Cn−s−1+p, s = r + ⌈γ⌉.

Оптимальные по порядку по точности квадратурные формулы на классе
W r([−1, 1],M) построены в [13].

Построим оптимальную по порядку по точности квадратурную формулу на классе
Qr,γ([−1, 1],M).

Введем узлы tk = −1 + (k/N)v, τ = 1 − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, и сегменты ∆1
k =

= [tk, tk+1],∆2
k = [τk+1, τk], k = 0, 1, . . . , N − 1, v = (s − p + 1)/(s − p + 1 − γ). Пусть

r ≥ p− 1.
На сегменте ∆i

k, k = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, построим интерполяционный полином
Эрмита порядка s в случае s ≥ 2p или порядка 2p > s в противоположном случае.
Будем считать, что s ≥ 2p.

На сегменте ∆i
k (ниже для определенности рассматривается сегмент ∆1

k и верхний
индекс опускается) построим интерполяционный полином Эрмита H(φ,∆k), удовле-
творяющий следующим условиям: H(q)(tk) = φ(q)(tk),H(q)(tk+1) = φ(q)(tk+1), q = 0,
1, . . . , p− 1,H(tk,j) = φ(ti,j), tk,j = tk + (tk+1 − tk)j/mk, j = 1, 2, . . . ,mk − 1,mk = s− 2p.

Будем вычислять интеграл (5.1) по квадратурной формуле

(Hφ)(t) =

N−1∑
l=0

∫
∆1

l

H(φ,∆1
l )

(τ − t)p
dτ +

N−1∑
l=0

∫
∆2

l

H(φ,∆2
l )

(τ − t)p
dτ +RN (φ). (5.4)

Оценим погрешность формулы (5.4). Пусть ψ(t,∆k) = φ(t) −H(φ(t),∆k), t ∈ ∆k.
Тогда

|RN (φ)| ≤
N−1∑
k=0

|
∫
∆1

k

ψ(τ,∆1
k)

(τ − t)p
dτ | +

N−1∑
k=0

|
∫
∆2

k

ψ(τ,∆2
k)

(τ − t)p
dτ |. (5.5)

Пусть t = t1k. Оценим интеграл

J1 = |
∫
∆1

k

ψ(τ,∆1
k)

(τ − t1k)p
dτ |.
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Воспользовавшись формулой Тейлора с остаточным членом в интегральной форме.
имеем

ψ(t,∆1
k) =

1

(p− 1)!

t∫
t1k

ψ(p)(τ,∆1
k)(t− τ)p−1dτ

и J1 ≤ Chk maxt∈∆1
k
|ψ(p)(t,∆1

k)|, где hk = |t1k+1 − t1k|, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Воспользовавшись неравенством А. А. Маркова [38], имеем

J1 ≤ Ch
(1−p)
k max

t∈∆1
k

|ψ(t,∆1
k)|.

Рассмотрим отдельно два случая: 1) k ̸= 0; 2)k = 0.

В первом случае maxt∈∆1
k
|ψ(t,∆1

k)| ≤ Cλs maxt∈∆1
k
|φ(s)(t,∆1

k)|hsk ≤ Cλs

(
N

k

)vγ

hsk,

где λs− константа Лебега по узлам полинома Эрмита. Тогда

J1 ≤ C

(
N

k

)vγ

hs+1−p
k ≤ 1

Ns+1−p
.

Во втором случае maxt∈∆1
k
|ψ(t,∆1

k)| ≤ Cλs maxt∈∆1
k
|φ(r)(t,∆1

k)|hr0.
Пусть γ− целое число.
Тогда

J1 ≤ Chr+1−p
0 ≤ 1

Ns+1−p
.

При γ дробном получаем аналогичную оценку.
Следовательно, в обоих случаях

J1 ≤ 1

Ns+1−p
. (5.6)

Рассмотрим теперь случай, когда t ∈ ∆1
k, t ̸= t1k, t

1
k+1. Пусть t ∈ [t1k, (t

1
k + t1k+1)/2].

Оценим модуль интеграла:

J2(t) =

∫
∆1

k

ψ(τ,∆1
k)

(τ − t)p
dτ.

Интеграл J2 можно представить в виде:

J2(t) =

=

∫
∆1

k

1

(τ − t)p

[
ψ(τ,∆1

k) −
[
ψ(t,∆1

k) +
ψ′(t,∆1

k)

1!
(τ − t) + . . .+

ψ(p−1)(t,∆1
k)

(p− 1)!
(τ − t)p−1

]]
dτ +

+ψ(t,∆1
k)

∫
∆1

k

dτ

(τ − t)p
+
ψ′(t,∆1

k)

1!

∫
∆1

k

dτ

(τ − t)p−1
+ ...

...+
ψ(p−1)(t,∆1

k)

(p− 1)!

∫
∆1

k

dτ

τ − t
= J∗

2 (t) + J2,0(t) + J2,1(t) + ..+ J2,p−1(t).
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Оценим в отдельности каждое слагаемое.
Используя формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной форме, имеем

J∗
2 (t) ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆1

k

1

(τ − t)p

 1

(p− 1)!

τ∫
t

ψ(p)(v,∆1
k)(τ − v)p−1dv

 dτ
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ Chk max
v∈∆1

k

|ψ(p)(v,∆1
k)| ≤ Ch1−p

k max
v∈∆2

k

|ψ(v,∆1
k)| ≤

≤ Ch1−p
k

(
N

k

)vγ

hsk = Chs+1−p
k

(
N

k

)vγ

≤ C
1

Ns+1−p
.

Легко показать, что

J2,0 =

∣∣∣∣∣∣∣ψ(t,∆1
k)

∫
∆1

k

dτ

(τ − t)p

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C|ψ(t,∆1
k)|

[∣∣∣∣∣ 1

(t1k+1 − t)(p−1)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

(t1k − t)(p−1)

∣∣∣∣
]
≤

≤ C|ψk(t,∆1
k)| 1

(t− t1k)p−1
.

Разложим функцию ψk(t,∆1
k) по степеням t− tk:

ψk(t,∆k) =
1

(p− 1)!

t∫
tk

ψ
(p)
k (τ,∆k)(τ − tk)p−1dτ.

Отсюда

|J2,0(t)| ≤ C max
t∈∆1

k

|ψ(p)(t,∆1
k)hk| ≤ Ch1−p

k max
t∈∆1

k

|ψ(t,∆1
k)| ≤

≤ Ch1−p
k hsk

1

(d(t,Γ))γ
≤ Chs+1−p

k

(
N

k

)vγ

≤ C
1

Ns+1−p
.

Аналогичным образом оцениваются функции J2,1, ..J2,p−1.
Таким образом, |J2(t)| ≤ CN−(s+1−p), и из этого неравенства и неравенства (5.6)

следует, что при t ∈ ∆1
k: ∣∣∣∣∣∣∣

∫
∆1

k

ψk(τ,∆1
k)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C

Ns+1−p
.

Аналогичным образом можно показать, что при t ∈ ∆1
k−1 и t ∈ ∆1

k+1 :∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆1

k

ψk(τ,∆1
k)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C

Ns+1−p
,

а при t ∈ ∆i
l, l = 0, 1, .., N − 1, l ̸= k − 1, k, k + 1, i = 1, 2 :
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∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆1

k

ψk(τ,∆1
k)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Chs+1
k

(
N

k

)vγ
Nvp

|kv − lv|p
≤

≤ C
k(v−1)(s+1)−γv−γp

Nv(s+1−γ−p)

1

|1 − ( l
k )v|p

≤ C
1

Ns+1−p

1

|1 − ( l
k )v|p

1

kp
.

Следовательно,

|RN (φ)| ≤ C

Ns+1−p
max

1≤k≤N−1

1

kp

N−1∑
l=0

1

|1 − ( l
k )v|p

≤ C

Ns−p+1
.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а 5.4 Среди квадратурных формул вида (5.2) на классе функций
Ψ = Qr,γ(Ω,M),Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , оптимальной по порядку по точности яв-
ляется формула (5.4) с погрешностью |RN [Ψ]| ≍ N−(s−p+1).

6. Оптимальные по порядку методы вычисления многомерных
гиперсингулярных интегралов в весовых пространствах
Соболева

Будем рассматривать многомерные гиперсингулярные интегралы вида

Hφ =

1∫
−1

· · ·
1∫

−1

φ(τ1, . . . , τl)dτ1 · · · dτl
((τ1 − t1)2 + · · · + (τl − tl)2)p/2

, p > l. (6.1)

Функция φ(t1, . . . , tl) удовлетворяет условиям, достаточным для существования ги-
персингулярного интеграла (6.1).

Для вычисления интеграла (6.1) будем использовать кубатурные формулы

Hφ =

N1∑
k1=1

· · ·
Nl∑

kl=1

ρ1∑
i1=0

· · ·
ρl∑

il=0

pk1···kli1···il(t1, . . . , tl)φ
(i1,...,il)(x1,k1

, · · · , xl,kl
) +

+RN (t1, . . . , tl, x1,k1 , · · · , xl,kl
; pk1···kli1···il ;φ) (6.2)

и

Hφ =

N∑
k=1

pk(t1, . . . , tl)φ(µk) +RN (t1, . . . , tl, µk, pk, φ). (6.3)

Здесь pk1···kli1···il(t1, . . . , tl) и {x1,k1
, · · · , xl,kl

}, (−1 ≤ xki
≤ 1), ki = 1, 2, . . . , Ni, i =

= 1, 2, . . . , l – коэффициенты и узлы кубатурной формулы (6.2), а pk(t1, . . . , tl) и µk(µk ∈
∈ Ω = [−1, 1]l), k = 1, 2, . . . , N− коэффициенты и узлы кубатурной формулы (6.3).

Пусть φ(t1, . . . , tl) ∈W ρ1,...,ρl .
Через φ(i1,...,il)(t1, . . . , tl) обозначены частные производные

φ(i1,...,il)(t1, . . . , tl) = ∂i1+...+ilφ(t1, . . . , tl)/∂t
i1
1 , . . . , ∂t

il
l , 0 ≤ ij ≤ ρj , j = 1, . . . , l.

В формуле (6.2) положим N1 = N2 = · · · = Nl = N и ρ1 = ρ2 = · · · = ρl = ρ, l = 2.
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Т е о р е м а 6.1 [37]. Пусть интеграл (6.1) определен на классе функций Ψ и
вычисляется по кубатурной формуле (6.2), использующей n = ((N + 1)(ρ+ 1))2 значе-
ний подынтегральной функции и ее производных. Тогда

ζn(Ψ) ≥ An(p−2)/2 inf
ξk,κl

sup
φ∈Ψ(ξk,κl)

∫ ∫
Ω

φ(t1, t2)dt1dt2.

Здесь нижняя грань берется по всевозможным сеткам узлов {ξk, κl}, k, l = 0, 1, · · · , 2N+
1, таким что (ξk, κl) ∈ Ω, k, l = 0, 1, · · · , 2N + 1; Ψ(ξk, κl), k, l = 0, 1, · · · , 2N + 1,
означает множество функций φ(t1, t2) ∈ Ψ, удовлетворяющих условиям: 1) функ-
ции φ(t1, t2) ≥ 0; 2) функции φ(t1, t2) обращаются в нуль вместе с производными
φ(i,j)(t1, t2), (0 ≤ i ≤ ρ1, 0 ≤ j ≤ ρ2) в узлах (x1,k1

, x2,k2
), ki = 0, . . . , N, i = 1, 2.

В доказательстве теоремы 6.1 не был использовался тот факт, что сетка узлов в
формуле (6.2) является прямоугольной. Повторяя доказательство теоремы 6.1, прихо-
дим к

Т е о р е м а 6.2 Пусть гиперсингулярный интеграл (6.1) определен на классе
функций Ψ и вычисляется по формуле (6.3). Тогда

ζN (Ψ) ≥ cN (p−2)/2 inf
µk

sup
φ∈Ψ(µk)

∫ ∫
Ω

φ(σ1, σ2)dσ1dσ2.

Здесь нижняя грань берется по всевозможным сеткам узлов {µk}, k, l = 0, 1, · · · , 2N+2,
таким что (µk) ∈ Ω, k = 0, 1, · · · , 2N + 1; Ψ(µk) означает множество функций φ(σ1, σ2),
входящих в класс функций Ψ и удовлетворяющих условиям: 1) функции φ(σ1, σ2) ≥ 0;
2) функции φ(σ1, σ2) обращаются в нуль вместе с производными φ(i, j)(σ1, σ2) порядков
(0 ≤ i, j ≤ ρ) в узлах (µk).

Оценки функционалов вида inf
ξk,κl

sup
φ∈Ψ(ξk,κl)

∫ ∫
Ω

φ(σ1, σ2)dσ1dσ2 известны для многих

классов функций Ψ.
Известна основанная на лемме Смоляка связь между функционалами

inf
ξk,κl

sup
φ∈Ψ(ξk,κl)

∫ ∫
Ω

φ(σ1, σ2)dσ1dσ2 и оценками точности наилучших кубатурных

формул вычисления интегралов вида
∫ ∫

Ω

φ(σ1, σ2)dσ1dσ2.

Используя эти результаты, приходим к следующим оценкам.

Т е о р е м а 6.3 Пусть Ψ ∈ W r,r(1). Для всевозможных кубатурных формул
вида (6.2) справедлива оценка ζN [Ψ] ≥ An−(r+2−p)/2, где n− число узлов кубатурной
формулы (6.2).

Т е о р е м а 6.4 Пусть Ψ = Cr
2(1). Для всевозможных кубатурных формул

вида (6.2) справедлива оценка ζN [Ψ] ≥ An−(r+2−p)/2, где n− число узлов кубатурной
формулы (6.2).

Результаты [34; 39; 40] позволяют оценить снизу функционалы ζN [Ψ] на ряде классов
функций.

Будем рассматривать интегралы (6.1) и кубатурные формулы (6.2) и (6.3) при l ≥ 2.
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Т е о р е м а 6.5 Пусть Ψ = Qr,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . . Пусть инте-
грал (6.1) вычисляется по кубатурной формуле (6.2). Тогда

ζn(Qr,γ(Ω,M)) ≥ An(p−l)/l


n−(s+1−γ)/(l−1), v > l/(l − 1),

n−s/l, v < l/(l − 1),
(lnn)s+l−γ

n(s+1−γ)/(l−1)
v = l/(l − 1),

где v = s/(s− γ), n – число узлов кубатурной формулы.

Т е о р е м а 6.6 Пусть Ψ = Q̄u
r,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . . Пусть инте-

грал (6.1) вычисляется по кубатурной формуле (6.2). Тогда

ζn(Q̄u
r,γ(Ω,M)) ≥ An(p−l)/l



lnu−1 n

n(r+1)/(l−1)
, v > l/(l − 1),

1

ns/l
, v < l/(l − 1),

ln(l+s)u/(r+l)

ns/l
, v = l/(l − 1),

lu

r + l
≥ 1 +

l(u− 1)

s+ l
,

lnu+s/l

ns/l
, v = l/(l − 1),

lu

r + l
≤ 1 +

l(u− 1)

s+ l
,

где v = (s+ l)/(s+ l − γ), n− число узлов кубатурной формулы.

Т е о р е м а 6.7 Пусть Ψ = Q̄u
r,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . . Пусть инте-

грал (6.1) вычисляется по кубатурной формуле (6.2). Тогда

ζn(Qu
r,γ(Ω,M)) ≥ An(p−l)/l



lnu−1 n

n(r+1)/(l−1)
, v > l/(l − 1),

1

ns/l
, v < l/(l − 1),

ln(l+s)u/(r+l)

ns/l
, v = l/(l − 1),

lu

r + l
≥ 1 +

l(u− 1)

s+ l
,

lnu+s/l

ns/l
, v = l/(l − 1),

lu

r + l
≤ 1 +

l(u− 1)

s+ l
,

где v = (s+ l)/(s+ l − γ), n – число узлов кубатурной формулы.

В работе [37] построены оптимальные по порядку кубатурные формулы вычисления
интегралов вида (6.1) на классах функций W r,r(Ω, 1) и Cr

2(Ω, 1),Ω = [−1, 1]2.
Пусть ∆kl = [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = 0, 1, . . . , N − 1, vk = −1 + 2k/N, k = 0, 1, . . . , N.

интерполяционный полином Pr,r(φ,∆k,l) степени r по каждой переменной строится
в области ∆k,l по r + 1 равноотстоящему узлу по переменным σi, i = 1, 2, причем вер-
шины квадрата ∆k,l входят в число узлов интерполяции.

Пусть (t1, t2) ∈ ∆ij , i, j = 0, 1, . . . , N − 1. Интеграл (6.1) будем вычислять по куба-
турной формуле

Hφ =

N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

′
∫ ∫

∆kl

Prr(φ,∆kl)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

+
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+

∫ ∫
∆∗

ij

Prr(φ,∆∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+RN (φ), (6.4)

где ∆∗
ij = [vi−1, vi+2; vj−1, vj+2];

∑∑ ′ означает суммирование по k и l, таким что мера
пересечения квадратов ∆kl с квадратом ∆∗

ij равна нулю.

Т е о р е м а 6.8 [37]. Пусть Ψ = Cr
2(1). Среди всевозможных кубатурных фор-

мул вида (6.2) оптимальной по порядку на классе функций Ψ = Cr
2(1) является фор-

мула (6.4) с погрешностью

RN [Ψ] ≍ 1

n(r+2−p)/2
,

где n – число узлов кубатурной формулы.

Построим оптимальную по порядку кубатурную формулу для вычисления интегра-
ла (6.1) на классе функций Qr,γ(Ω,M), Ω = [−1; 1]l, l = 2, 3, ....

Через ∆0 обозначим множество точек t (t = (t1, .., tl)), для которых выполняются
неравенства:

0 ≤ d(t,Γ) ≤
(

1

N

)v

.

Через ∆k, k = 1, 2, .., N − 1 обозначим множество точек, для которых выполняются
неравенства: (

k

N

)v

≤ d(t,Γ) ≤
(
k + 1

N

)v

.

Здесь v = (s+ 1 − p)/(s+ 1 − p− γ).
Покроем куб Ω областями ∆k, k = 0, 1, .., N − 1.
Каждую область ∆k, k = 0, 1, .., N−1, покроем кубами и параллелепипедами с граня-

ми, параллельными координатным плоскостям, и с ребрами, длины которых не меньше

hk и не больше 2hk, где hk = (
k + 1

N
)v − (

k

N
)v.

Полученные в результате области обозначим через ∆k
i1,..,il

, k = 0, 1, .., N − 1.
В каждой области ∆k

i1,..,il
функцию φ(t) будем аппроксимировать интерполяцион-

ным полиномом Эрмита Ps,..s(φ,∆
k
i1,..,il

), где Ps,..s[φ] = P t1
s [P t2

s ...[P
tl
s [φ(t)]]...]. Здесь

через P t
s [f, [a, b]] обозначен интерполяционный полином порядка s, интерполирующий

функцию f(t) на сегменте [a, b] по s+ 1 равноотстоящему узлу, в число которых входят
точки a и b. В вершинах областей ∆k

i1,..,il
значение полинома Эрмита Ps,..s(φ,∆

k
i1,..,il

)
и его частных производных l = 2, 3, . . . , (p− 1) порядка совпадает со значениями функ-
ции φ и ее частных производных.

Интегралу (6.1) поставим в соответствие кубатурную формулу:

Hφ =

N−1∑
k=0

∑
i1,..,il

∫
∆k

i1,..,il

..

∫
Ps,..s(φ,∆

k
i1,..,il

)dτ1, .., dτl

((τ1 − tl)2 + ..+ (τl − tl)2)
p
2

+RN (φ). (6.5)

Справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а 6.9 Пусть Ψ = Qr,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l. Среди квадратурных фор-
мул вида (6.2) оптимальной по порядку по точности на классе функций Ψ является
формула (6.5). Ее погрешность равна

И.В. Бойков, А. И. Бойкова. Оптимальные по точности методы вычисления гиперсингулярных . . .



372 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2021. Vol. 23, No. 4.

RN [Ψ] ≍ n(p−l)/l


n−(s+1−γ)/(l−1), v > l/(l − 1),

(lnn)s+l−γ

n(s+1−γ)/(l−1)
, v = l/(l − 1),

n−s/l, v < l/(l − 1).

7. Заключение

В работе постороены оптимальные по порядку (по точности) алгоритмы вычисления
ГИ на весовых пространствах Соболева. В качестве весовой берется степенная функ-
ция расстояния от точки до границы области. К пространствам Соболева с подобными
весовыми функциями принадлежат решения слабосингулярных, сингулярных и гипер-
сингулярных интегральных уравнений. Этими пространствами описывается ряд физи-
ческий полей, в частности гравитационных, электромагнитных, акустических. Необхо-
димость вычисления гиперсингулярных интегралов на весовых пространствах Соболе-
ва обусловлена необходимостью вычислять трансформации этих полей для выделения
их особенностей.

Предложенные в работе методы построения оптимальных по порядку квадратурных
и кубатурных формул вычисления ГИ могут быть распространены на другие виды
особых интегралов.
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Abstract. In this paper we constructed optimal with respect to order quadrature formulas for
evaluating one- and multidimensional hypersingular integrals on classes of functions Ωu

r,γ(Ω,M),

Ω̄u
r,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ,M = Const, and γ is a real positive number. The functions

that belong to classes Ωu
r,γ(Ω,M) and Ω̄u

r,γ(Ω,M) have bounded derivatives up to the rth order in
domain Ω and derivatives up to the sth order (s = r + ⌈γ⌉) in domain Ω\Γ, Γ = ∂Ω. Moduli of
derivatives of the vth order (r < v ≤ s) are power functions of d(x,Γ)−1(1 + | ln d(x,Γ)|), where
d(x,Γ) is a distance between point x and Γ. The interest in these classes of functions is due to the fact
that solutions of singular and hypersingular integral equations are their members. Moreover various
physical fields, in particular gravitational and electromagnetic fields belong to these classes as well.
We give definitions of optimal with respect to accuracy methods for solving hypersingular integrals.
We constructed optimal with respect to order of accuracy quadrature formulas for evaluating one-
and multidimensional hypersingular integrals on classes of functions Ωu

r,γ(Ω,M) and Ω̄u
r,γ(Ω,M).
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