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Аннотация. В настоящей работе найдены все допустимые классы топологической сопряженно-
сти периодических преобразований двумерной поверхности рода два. Доказано, что существует
в точности семнадцать попарно топологически несопряженных сохраняющих ориентацию пе-
риодических преобразований кренделя. Также представлена реализация всех классов посред-
ством поднятия полных характеристик отображений с модульной поверхности на поверхность
рода два. Классификационные результаты базируются на теории Нильсена периодических пре-
образований поверхностей, согласно которой класс топологической сопряженности любого по-
добного гомеоморфизма полностью определяется его характеристикой. Полная характеристика
несет информацию о роде модульной поверхности, ветвленно накрытой несущей поверхностью,
периодах точек ветвления и поворотах вокруг них. Необходимые и достаточные условия допу-
стимости полной характеристики описаны Нильсеном и для любой поверхности дают конечное
число допустимых наборов. Для поверхностей небольшого рода можно составить полный спи-
сок допустимых характеристик, что и сделано авторами работы для поверхности рода 2.
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1. Введение

В работе [1] Я. Нильсеном были исследованы структура и свойства периодических
преобразований поверхностей и найдены необходимые и достаточные условия их то-
пологической сопряженности. Реализация всех классов топологической сопряженно-
сти периодических преобразований стандартными представителями – задача трудная
и необозримая. Однако в случае двумерной сферы она была решена Б. Керькъярто [2],
а в случае двумерного тора – Л. Брауэром [3]. В настоящей работе найдены все допусти-
мые классы топологической сопряженности периодических преобразований двумерной
поверхности рода 2. Введем необходимые определения и факты.

Пусть S – замкнутая ориентируемая поверхность и f : S → S – сохраняющий
ориентацию гомеоморфизм. Гомеоморфизмы f, f ′ : S → S называются топологически
сопряженными, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм h : S → S
такой, что f ′ = h ◦ f ◦ h−1.

Гомеоморфизм f называется периодическим, если существует такое n ∈ N, что fn =
= id. Наименьшее из таких n называется периодом f .
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Ниже мы приводим результаты Я. Нильсена [1], более современное изложение этих
результатов можно найти, например, в [4–6], мы следуем изложению в [7–8].

С каждым периодическим преобразованием f периода n связаны следующие объ-
екты:

1. множество B̄ ⊂ S точек, периода меньшего n, оно состоит из конечного числа
орбит Oi, i = 1, . . . , k периода ni, являющегося делителем n; с каждой орбитой
Oi ⊂ B̄ связано число δi ∈ {1, . . . , λi − 1}, взаимно простое с λi =

n

ni
такое, что

в некоторой окрестности Dx̄i
точки x̄i ∈ Oi гомеоморфизм fni топологически

сопряжен (см. Рис. 1.1) с поворотом плоскости вокруг начала координат

z → e
2πδi
λi

i
z;

2. число di ∈ {1, . . . , λi − 1} такое, что diδi ≡ 1 (mod λi). Пара (ni, di) называется
валентностью орбиты Oi;

3. группа G = {id, f, . . . , fn−1}, изоморфная Zn = {0, . . . , n − 1} и действующая на
S так, что модульная поверхность Σ = S/G является замкнутой поверхностью,
и естественная проекция π : S → Σ является n-листным накрытием всюду, кроме
точек множества B̄; B = π(B̄), xi = π(Oi);

4. гомоморфизм η : H1(Σ \B) → Zn, индуцированный проекцией π.

Рис. 1.1. Действие периодического гомеоморфизма в окрестности точки
меньшего периода

Fig 1.1. Action of a periodic homeomorphism near a point of less period

П р е д л о ж е н и е 1.1 Два периодических преобразования f , f ′ поверхно-
сти S топологически сопряжены тогда и только тогда, когда они имеют одинаковые
периоды и наборы валентностей орбит меньшего периода.

С л е д с т в и е 1.1 Два периодических преобразования f , f ′ поверхности S
без точек меньшего периода топологически сопряжены тогда и только тогда, когда
они имеют одинаковые периоды.
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Таким образом, если p – род поверхности S, а g – род модульной поверхности Σ, то
каждый периодический гомеоморфизм можно описать полной характеристикой

(n, p, g, n1, ..., nk, d1, ..., dk).

Если B = ∅, то k = 0 и полные характеристики имеют вид (n, p, g), а естественная
проекция π : S → Σ является n-листным накрытием (без точек ветвления) модульной
поверхности Σ рода g поверхностью S рода p.

Реализуемость некоторого набора чисел полной характеристикой какого-либо
периодического гомеоморфизма определяется следующими соотношениями:

2p+

k∑
i=1

ni − 2 = n(2g + k − 2), (1.1)

k∑
i=1

dini ≡ 0 (mod n) (1.2)

Равенство (1.1) выражает связь эйлеровых характеристик поверхностей

Ṡ = S \
k∪

i=1

π−1(Di), Σ̇ = Σ \
k∪

i=1

Di,

при условии, что поверхность Ṡ n-листно накрывает Σ̇:

χ(Ṡ) = nχ(Σ̇).

Соотношение (1.2) следует из следующих соображений (см. Рис. 1.2). Положим Di =
= π(Dx̄i) и обозначим через ci границу диска Di, ориентированную так, что при обходе

вдоль границы диск остается слева. Тогда η([ci]) = nidi. С другой стороны цепь
k∑

i=1

[ci]

гомологична цепи [c], где c – замкнутая кривая, которая ограничивает диск (Рис. 1.2)
и, следовательно, удовлетворяет равенству η([c]) = 0.

Рис. 1.2. Геометрический смысл соотношения (1.2)
Fig 1.2. Geometrical meaning of relation (1.2)

В случае, когда модульная поверхность является сферой (g = 0), отображение η

является эпиморфизмом и, следовательно, некоторая цепь
k∑

i=1

li[ci] должна быть гомо-

логична цепи [b], где b – замкнутая кривая (см. Рис. 1.3) такая, что η([b]) = 1. Тогда
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к соотношению (1.2) добавляется следующее условие на наибольший общий делитель
(GSD) чисел d1n1, . . . , dknk:

(GSD(d1n1, . . . , dknk), n) = 1. (1.3)

Рис. 1.3. Геометрический смысл соотношения (1.3)
Fig 1.3. Geometrical meaning of relation (1.3)

Основным результатом работы является доказательство следующих фактов.

Т е о р е м а 1.1 (классификация периодических гомеоморфизмов по-
верхности рода два) Существует семнадцать классов топологической сопряжен-
ности периодических гомеоморфизмов тора со следующими полными характеристи-
ками в каждом классе:

1. f1: g = 0, n = 10, k = 3, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 5, d1 = 1, d2 = 2, d3 = 1;

2. f2 = f21 : g = 0, n = 5, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = 1, d2 = d3 = 2;

3. f3 = f31 : g = 0, n = 10, k = 3, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 5, d1 = 3, d2 = 1, d3 = 1;

4. f4 = f41 : g = 0, n = 5, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = 2, d2 = d3 = 4;

5. f5 = f51 : g = 0, n = 2, k = 6, n1 = n2 = n3 = n4 = n5 = n6 = 1, d1 = d2 = d3 = d4 =
d5 = d6 = 1;

6. f6 = f61 : g = 0, n = 5, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = 3, d2 = d3 = 1;

7. f7 = f71 : g = 0, n = 10, k = 3, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 5, d1 = 7, d2 = 4, d3 = 1;

8. f8 = f81 : g = 0, n = 5, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = 4, d2 = d3 = 3;

9. f9 = f91 : g = 0, n = 10, k = 3, n1 = 1, n2 = 2, n3 = 5, d1 = 9, d2 = 3, d3 = 1;

10. f10: g = 0, n = 8, k = 3, n1 = n2 = 1, n3 = 4, d1 = 1, d2 = 3, d3 = 1;

11. f11 = f210: g = 0, n = 4, k = 4, n1 = 1, n2 = n3 = 2, n4 = 1, d1 = d2 = d3 = 1, d4 = 3;

12. f12 = f510: g = 0, n = 8, k = 3, n1 = n2 = 1, n3 = 4, d1 = 5, d2 = 7, d3 = 1;

13. f13: g = 0, n = 6, k = 3, n1 = n2 = 1, n3 = 2, d1 = d2 = 1, d3 = 2;

14. f14 = f213: g = 0, n = 3, k = 4, n1 = n2 = n3 = n4 = 1, d1 = d2 = 1, d3 = d4 = 2;
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15. f15 = f313: g = 1, n = 2, k = 2, n1 = n2 = 1, d1 = d2 = 1;

16. f16 = f513: g = 0, n = 6, k = 3, n1 = n2 = 1, n3 = 2, d1 = d2 = 5, d3 = 1;

17. f17: g = 0, n = 6, k = 4, n1 = n2 = 2, n3 = n4 = 3, d1 = 1, d2 = 2, d3 = d4 = 1.

2. Неравенства, связывающие полные характеристики периоди-
ческих гомеоморфизмов

Из формулы (1.1) вытекает несколько полезных следствий.

П р е д л о ж е н и е 2.1 Для любого сохраняющего ориентацию гомеомор-
физма f : S → S периода n без точек меньшего периода справедливо следующее
равенство:

p = n(g − 1) + 1 (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой (1.1) 2p+
k∑

i=1

ni−2 = n(2g+k−2).

Поскольку нет точек меньшего периода, получается равенство 2p − 2 = n(2g − 2). Из
этого следует, что p− 1 = n(g − 1) и p = n(g − 1) + 1.

С л е д с т в и е 2.1 На ориентируемой поверхности рода 2 не существует со-
храняющего ориентацию гомеоморфизма f периода n без точек меньшего периода.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив p = 2 в равенство (2.1), получим n(g − 1) = 1.
Это равенство не может быть верным ни при каком n > 1. Тогда, в силу утверждения
2.1, не существует гомеоморфизма без точек меньшего периода.

П р е д л о ж е н и е 2.2 Для любого сохраняющего ориентацию гомеомор-
физма f : S → S периода n с непустым множеством точек меньшего периода
справедливо следующее неравенство:

p > n(g − 1) + 1 (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой (1.1) 2p+
k∑

i=1

ni−2 = n(2g+k−2).

Поскольку ni – делители n, не превосходящие n, то

0 < k 6
k∑

i=1

ni 6
nk

2
< nk. (2.3)

Для доказательства рассмотрим 3 случая.

1. p = 0. Тогда равенство (1.1) равносильно равенству
k∑

i=1

ni − 2 = n(2g + k − 2).

Воспользовавшись неравенством (2.3), получим n(2g − 2) < −2. Отсюда следует,
что n(1− g) > 1 или 1− g > 0. Следовательно, g = 0.

2. p = 1. Тогда равенство (1.1) равносильно равенству
k∑

i=1

ni = n(2g+k− 2). Из (2.3)

получим n(2g + k − 2) < nk. Следовательно, g − 1 < 0 или g = 0.
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3. p > 1. Из формул (1.1) и (2.3) получим, что n(2g + k − 2) < 2p + nk − 2. Откуда
n(g − 1) < p− 1 или p > n(g − 1) + 1.

Таким образом, во всех случаях p > n(g − 1) + 1.

С л е д с т в и е 2.2 Для ориентируемой поверхности рода 2 род модульной
поверхности g может быть равен 0 или 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставив p = 2 в неравенство (2.2), получим n(g−1) < 1.
Это неравенство для n > 1 выполняется только при g = 0 или при g = 1.

П р е д л о ж е н и е 2.3 Для ориентируемой поверхности рода 2 число k ор-
бит меньшего периода удовлетворяет следующим неравенствам:

g = 1 : 0 <
2

n− 1
6 k 6 4

n
6 2 (2.4)

g = 0 : 2 <
2 + 2n

n− 1
6 k 6 4 +

4

n
6 6 (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно следствию 2.2, g = 0 или g = 1. Рассмотрим эти
два случая отдельно.

1. Если g = 0, то равенство (1.1) равносильно равенству

nk =

k∑
i=1

ni + 2. (2.6)

Используя неравенство (2.3), запишем, что 2 + k 6 nk 6 2 +
nk

2
. Из левой части

этого неравенства получим, что k > 2

n− 1
> 0, а из правой части – что k 6 4

n
6 2.

2. Если g = 1, то равенство (1.1) равносильно равенству

nk =

k∑
i=1

ni + 2 + 2n (2.7)

Используя неравенство (2.3), запишем, что 2 + k + 2n 6 nk 6 2 +
nk

2
+ 2n. Из

левой части этого неравенства получаем, что k > 2 + 2n

n− 1
> 2, а из правой части

что k 6 4 +
4

n
6 6.

3. Классификация периодических гомеоморфизмов
ориентируемой поверхности рода два

В этом разделе мы докажем теорему 1.1, а именно, покажем, что, если f – сохраняю-
щий ориентацию гомеоморфизм f периода n, то допустимы 17 периодических наборов,
перечисленных в теореме 1.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из утверждения 2.2 следует, что род модульной поверхности
g может быть 1 или 0. Рассмотрим оба случая.

D. A. Baranov, O. V. Pochinka. Classification of periodic transformations of an orientable surface of genus two
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1. g = 1. В данном случае из неравенства (2.4) следует, что k = 1 или k = 2. В случае
k = 1 неравенство (2.4) выполняется при n = 3 или n = 4. Подставив эти данные
в формулу (1.1), получим, что при n = 3, n1 = 1 и d1 = 1 или d1 = 2, а при n = 4,
n1 = 2 и d1 = 1. Все эти варианты невозможны, т. к. не выполняется соотношение
(1.2). В случае k = 2 получим, что n = 2. Подставив данные в формулу (1.1),
получаем, что n1 = n2 = 1 и d1 = d2 = 1 (набор значений 15).

2. g = 0. В данном случае из неравенства (2.5) следует, что 3 6 k 6 6. Рассмотрим
все случаи отдельно, начиная с k = 6.

(a) k = 6. Из неравенства (2.5) получим, что n = 2, а из равенства (1.1) следует,
что все ni = 1 и все di = 1 (набор значений 5).

(b) k = 5. Из неравенства (2.5) получим, что n = 3 или n = 4. В первом случае

из (1.1) получается, что
5∑

i=1

ni = 7, чего не может быть, поскольку ni – дели-

тели 7. При n = 4 получается, что
5∑

i=1

ni = 10, откуда все ni = 2, но тогда не

выполняется соотношение (1.3).

(c) k = 4. Из неравенства (2.5) получим, что возможны любые n > 3. Рассмотрим
отдельно случаи n = 3, n = 4, n = 5, n = 6, n > 7.

i. n = 3. Из (1.1) следует, что
4∑

i=1

ni = 4. Следовательно, все ni = 1, а из

соотношения (1.2) получаем d1 = d2 = 1, d3 = d4 = 2 (набор значений
14).

ii. n = 4. Из (1.1) следует, что
4∑

i=1

ni = 6. Следовательно, n1 = n2 = 1,

n3 = n4 = 2, а из соотношения (1.2) получим d1 = 3, d2 = d3 = d4 = 1
(набор значений – 11).

iii. n = 5. Из (1.1) следует, что
4∑

i=1

ni = 8, чего не может, т. к. единственный

делитель 5 – это 1.

iv. n = 6. Из (1.1) следует, что
4∑

i=1

ni = 10. Следовательно, n1 = n2 = 2,

n3 = n4 = 3; либо n1 = 1, n2 = n3 = n4 = 3. Для второго набора ни
при каких возможных di не выполняется соотношение (1.2). Для первого
набора из соотношения (1.2) получим d1 = 2, а d2 = d3 = d4 = 1 (набор
значений 17).

v. n > 7. Из соотношения (1.1) следует, что
4∑

i=1

ni = 2n−2. Тогда n1 ≥ n− 1

2
.

Учитывая, что n1 =
n

λ1
и n > 7, получим, что n1 =

n

2
. Аналогичные

рассуждения приводят к тому, что n2 =
n

2
, n3 =

n

2
. Из этого следу-

ет, что n4 =
n

2
− 2 и, соответственно, λ4 6 4 при n > 7. Учитывая

соотношение (1.3), получим, что n4 =
n

3
и n = 12. Таким образом,

n1 = n2 = n3 = 6, n4 = 4, но для такого набора ни при каких возможных
di не выполняется соотношение (1.2).

Д. А. Баранов, О. В. Починка. Классификация периодических преобразований ориентируемой . . .



154 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2021. Vol. 23, No. 2.

(d) k = 3. В данном случае из неравенства (2.5) следует, что n > 5. Рассмотрим
отдельно случаи n = 5, n = 6, n = 7, n = 8, n = 9, n = 10, n > 11.

i. n = 5. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 3 и, следовательно, все

ni = 1. Из соотношения (1.2) получаем четыре возможных набора для di
(наборы значений 2, 4, 6, 8).

ii. n = 6. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 4. Откуда n1 = n2 = 1,

n3 = 2. Из соотношения (1.2) получим два возможных набора для di
(наборы значений 13 и 16).

iii. n = 7. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 5, чего не может быть,

поскольку ni – делители 7.

iv. n = 8. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 6. Следовательно,

n1 = n2 = 1, n3 = 4; либо n1 = n2 = n3 = 2. Для первого набора из
соотношения (1.2) получим наборы значений 10 и 12. Для второго набора
ни при каких возможных di не выполняется соотношение (1.2).

v. n = 9. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 7. Следовательно,

n1 = 1, n2 = n3 = 3, но ни при каких возможных di не выполняется
соотношение (1.2).

vi. n = 10. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = 8. Следовательно,

n1 = 1, n2 = 2, n3 = 5. Из соотношения (1.2) получим наборы значений
1, 3, 7, 9.

vii. n > 11. Из соотношения (1.1) следует, что
3∑

i=1

ni = n−2 и, следовательно,

n1 ≥ n− 2

3
. Учитывая, что n1 =

n

λ1
и n > 11, получаем, что n1 =

n

2
либо

n1 =
n

3
. Аналогичные рассуждения приводят к тому, что λ2 6 3 для

n1 = n
2 и λ2 6 2 для n1 =

n

3
и это сводится к тому, что n3 =

n− 12

6
в

обоих вариантах. В данном случае получается, что n и все ni – четные
числа, поэтому не выполняется соотношение (1.3) ни для каких di.

4. Реализация периодических гомеоморфизмов поверхности ро-
да 2 через модульную поверхность

Согласно теореме 1.1, все периодические гомеоморфизмы являются степенями го-
меоморфизмов f1, f10, f13, f17. Ниже приведены иллюстрации, демонстрирующие под-
нятие этих гомеоморфизмов с модульной поверхности.
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Рис. 4.1. Периодический гомеоморфизм f3
13 = f15 = f3

17

Fig 4.1. Periodic homeomorphism f3
13 = f15 = f3

17

f1
2

f1
5

Рис. 4.2. Периодический гомеоморфизм f1
Fig 4.2. Periodic homeomorphism f1
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Рис. 4.3. Периодический гомеоморфизм f10
Fig 4.3. Periodic homeomorphism f10
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