
Î âîçìóùåíèè ôðåäãîëüìîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 37

ÓÄÊ 517.948.67

Î âîçìóùåíèè ôðåäãîëüìîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

c⃝ Ä. Ã. Ðàõèìîâ1

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ìåòîäà ðåäóêöèè, ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüÿõ [6], [7], ïîçâîëÿþùåãî
ñâîäèòü èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ âîçìóùåíèÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê ïðîñòûì, ðàç-
âèò ðåäóêöèîííûé ìåòîä âîçìóùåíèé ôðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ
îïåðàòîð-ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû òåîðèè áèôóðêàöèé ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåò-
íûé ñïåêòð, òåîðèÿ âîçìóùåíèé, óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ, îáîáùåííûå æîðäàíîâû öåïî÷êè,
ðåãóëÿðèçàöèÿ

1. Ââåäåíèå.

Îñíîâû òåîðèè âîçìóùåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ çàëîæåíû â
ðàáîòàõ Ô. Ðåëëèõà [1]. Çàòåì ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ Á.Ñê.-Íàäü [2],
Ò. Êàòî [3], M. È. Âèøèêà è Ë. A. Ëþñòåðíèêà [4]. Â. À. Òðåíîãèí [5] èññëåäîâàë ýòè
çàäà÷è ìåòîäàìè òåîðèè âåòâëåíèÿ è áèôóðêàöèé. Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ ðàçâåòâëåíèÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìåòîä äèàãðàììû Íüþòîíà èì áûëè îïðåäåëåíû êàê òî÷íîå êî-
ëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òàê è çàâèñèìîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ìàëûõ
îòêëîíåíèé âîçìóùåííîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà îò íåâîçìóøåííîãî. Ñëó÷àé êðàòíîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàññìîòðåí â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî îáîáùåí-
íîãî æîðäàíîãî íàáîðà (ÎÆÍ). Äëÿ ñëó÷àÿ íåïîëíîãî ÎÆÍ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîïîëíå-
íèÿ äàííîãî íàáîðà. Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä áûë ðàçâèò äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàòîð-
ôóíêöèé Á. Â. Ëîãèíîâûì èÞ. Á. Ðóñàêîì [8]. Â äàííîé ðàáîòå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
ðåäóêöèè, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [6], [7], ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñâåäåí
ê ïðîñòîìó, ñíÿòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëíîòû ÎÆÍ è â 2n ðàç óìåíüøåí îáúåì âû÷èñëåíèé,
âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ è íàõîæäåíèè âñåõ âîçìóùåííûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è èì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü E1, E2− íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A(t) ∈ L{E1, E2} îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà t ∈ G ⊂ C.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Òî÷êà λ ∈ G íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé
îïåðàòîð-ôóíêöèè A(t), åñëè îïåðàòîð A(λ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé
A−1(λ) ∈ L{E1, E2}. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ρ(A), íàçûâàþò ðåçîëüâåíò-
íûì ìíîæåñòâîì A(t), à ìíîæåñòâî σ(A) = C− ρ(A) ñïåêòðîì îïåðàòîðà A(t).

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ôèëèàë ÌÃÓ èì.Ì. Â. Ëîìîíîñîâà â
ã. Òàøêåíòå, ã. Òàøêåíò; Davranaka@yandex.ru.
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Òî÷êà ñïåêòðà λ0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè
λ0, âñå òî÷êè êîòîðîé ðåãóëÿðíû.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì λ óðàâíåíèå A(λ)x = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = φ ,
òî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à ðåøåíèå φ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì
ýëåìåíòîì îïåðàòîð-ôóíêöèè A(t). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáðàçó-
åò äèñêðåòíûé ñïåêòð σp(A) îïåðàòîðà A(t). Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îáðàçóåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
N(A(λ)) îïåðàòîðà A(λ). Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî N∗(A(λ)) îïåðàòîðà A∗(λ)
íàçûâàþò äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü λ ôðåäãîëüìîâà òî÷êà σp(A) è N(A(λ)) = {φi}n1 , N∗(A(λ)) = {ψi}n1 .
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ñóùåñòâóþò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ {γi}n1 ⊂
E∗

1 , {zi}n1 ⊂ E2, áèîðòîãîíàëüíûå ñîîòâåòñòâåííî ê {φi}n1 , {ψi}n1 . Òîãäà ïðîåêòîðû

P =
n∑
i=1

⟨·, γi⟩φi, Q =
n∑
i=1

⟨·, ψi⟩zi ïîðîæäàþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìûå ñóììû:

E1 = En
1 ⊕ E∞−n

1 , E2 = E2n ⊕ E2,∞−n. Îïåðàòîð Ã(λ) = A(λ) +
n∑
i=1

⟨·, γi⟩zi íåïðåðûâíî

îáðàòèì, îáðàòíûé ê íåìó Γ = Ã−1(λ) îãðàíè÷åí (ëåììà Øìèäòà-Òðåíîãèíà [5]).
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Ã(λ)φi = zi, Γzi = φi, è Ã∗(λ)ψi = γi, Γ

∗γi = ψi.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. [5]) Ýëåìåíòû φ
(1)
i ≡ φi, φ

(2)
i , . . . , φ

(pi)
i îáðàçóþò îáîá-

ùåííóþ A(λ) -æîðäàíîâó öåïî÷êó äëèíû pi, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó φi, åñëè
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

A(λ)φ
(s)
i =

s−1∑
j=1

Ajφ
(s−j)
i , s = 2, pi, (2.1)

ãäå Aj =
1
j!
A(j)(λ), j = 1, 2, 3, . . . , ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ψl ∈ N∗(A(λ)) ⟨

s−1∑
j=1

Ajφ
(s−j)
i , ψl⟩ =

0, s = 2, pi, è ⟨
pi∑
j=1

Ajφ
(pi+1−j)
i , ψk⟩ ≠ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ôóíêöèîíàëà ψk ∈ N∗(A(λ)).

Ýëåìåíòû φ
(2)
i , . . . , φ

(pi)
i íàçûâàþò A(λ) -ïðèñîåäèíåííûìè ýëåìåíòàìè.

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (2.1) ðàçðåøèìû íåîäíîçíà÷íî, òðåáóåì, ÷òîáû ⟨φ(s)
i , γj⟩ = 0, j, i =

1, n, s = 2, pi. Ýòèì A(λ) -ïðèñîåäèíåííûå ýëåìåíòû φ
(2)
i , . . . , φ

(pi)
i îïðåäåëÿþòñÿ åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

φ
(s)
i =

∑
s=s1l1+s2l2+···+sklk

[
(ΓAs1)

l1(ΓAs2)
l2 · · ·ΓAsk)lk

]
φi, (2.2)

s = 2, pi, i = 1, n.

Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ {φ(s)
i }, s = 2, pi, i = 1, n, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì A(λ)

-æîðäàíîâûì íàáîðîì, à ÷èñëî N = p1 + p2 + · · · + pn êîðíåâûì ÷èñëîì îïåðàòîðà
A(λ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. [5] Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(t) èìååò â òî÷êå λ ïîë-
íûé ÎÆÍ, åñëè

det

∥∥∥∥∥
⟨

pi∑
j=1

Ajφ
(pi+1−j)
i , ψl

⟩∥∥∥∥∥ ̸= 0. (2.3)
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÎÆÍ áóäåò íåïîëíûì, åñëè õîòÿ áû îäíà öåïî÷êà èìååò áåñ-
êîíå÷íóþ äëèíó èëè îïðåäåëèòåëü (2.3) ðàâåí íóëþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îáùèõ íóëåé îïåðàòîðîâ A(λ0)

è
∞∑
s=1

As(λ− λ0)
s íàçîâåì "óñëîâèåì ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ".

Ïóñòü äàëåå ε ∈ C ìàëûé ïàðàìåòð, |ε| ≤ ϱ0 è A (t; ε) =
∞∑

k+l=0

Alkµ
lεk : E1 →

E2, µ = t− λ0, âîçìóùåííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî A (t; 0) = A(t), λ0− ôðåä-
ãîëüìîâà òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A(t) ñ N(A(λ0)) = {φi0}n1 , N∗(A(λ0)) =
{ψi0}n1 . Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ0+µ(ε) îïåðàòîðà A (λ; ε) , òàêèå, ÷òî
µ(ε) → 0 ïðè ε→ 0, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ô.Ðåëëèõà [1] îïåðàòîð A (λ; ε) èìååò â òî÷íîñòè n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε) (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè φi(ε), ψi(ε), ïðè÷åì
êðàòíîñòü λi(ε) íåèçâåñòíà. Ïóñòü {γi0}n1 , {zi0}

n
1 áèîðòîãîíàëüíûå ê {φi0}n1 , {ψi0}

n
1

ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîãî i = 1, n ââåäåì îïåðàòîð

Ai (t) = A (t) +
∑
j ̸=i

⟨·, γj0⟩ zj0. (2.4)

Òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ôðåäãîëüìîâîé òî÷êîé äëÿ ñîâîêóïíîñòè îïåðàòîðîâ
(2.4) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì φi0 è äåôåêòíûì ôóíêöèîíàëîì ψi0

äëÿ êàæäîãî i = 1, n, ò.å. dimN
(
Ai(λ0)

)
= dimN∗

(
Ai(λ0)

)
= 1. Çàìåíÿÿ â ðàçëîæåíèè

A(t; ε) îïåðàòîð A(t) íà Ai(t), ïîëó÷èì îïåðàòîðû

Ai (λ; ε) ≡ A (λ; ε) +
∑
j ̸=i

⟨·, γj0⟩ zj0. (2.5)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå
2.4). Åñëè λi(ε) è φi(ε), ψi(ε), i = 1, n ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èì ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû è äåôåêòíûå ôóíêöèîíàëû îïåðàòîðà A(t; ε), òî ïðè êàæäîì
i = 1, n è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε λi(ε) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà (2.5) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì è äåôåêòíûì ôóíêöèî-
íàëîì

φ̃i(ε) = φi +
∑
s̸=i

cisφs, ψ̃i(ε) = ψi +
∑
s ̸=i

disψs. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λi(ε) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (2.5), òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò èùåì â âèäå (2.6), ò.å.

0 = Ai (λi; ε)φ̃i(ε) =

= A (λi; ε)φi +
∑
j ̸=i

cijA (λi; ε)φj +
∑
j ̸=i

⟨φi, γj0⟩ zj0 +
∑
j ̸=i

∑
s̸=i

cis ⟨φs, γj0⟩ zj0

èëè
0 =

∑
j ̸=i

cijA (λi; ε)φj +
∑
j ̸=i

⟨φi, γj0⟩ zj0 +
∑
j ̸=i

∑
s̸=i

cis ⟨φs, γj0⟩ zj0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ψk0, k ̸= i èìååì∑
s̸=i

cis [⟨φs, γk0⟩+ ⟨A (λi; ε)φs, ψk0⟩] = −⟨φi, γk0⟩ , k ̸= i. (2.7)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 3



40 Ä. Ã. Ðàõèìîâ

Çäåñü A (λi; ε)φs = A (λi; ε)φi + A (λi; ε) (φs − φi) = A (λi; ε) (φs − φi) . Òîãäà â ñèëó ðàç-
ëîæåíèé [1] φs(ε) = φs0 + εφs1 + ε2φs2 + · · · è A (λi; ε) = A (λ0; 0) +O(ε) ïîëó÷àåì

A (λi; ε) (φs − φi) = (A (λ0; 0) +O(ε)) (φs0 − φi0 +O(ε)) = O(ε).

Òàê êàê ⟨φi, γk0⟩ = 1 + O(ε), îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.7) îòëè÷åí îò íóëÿ, è ïîýòîìó
îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åäèíñòâåííîñòü ψ̃i(ε) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ (2.5) ÿâëÿþòñÿ òàê-
æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A(t; ε).

Óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ òðåáóåìîå â òåîðåìå 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü

Ïóñòü

A0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 , A10 =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , A01 =

1 1 0
1 1 0
0 0 0

 .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:

(A0 − λA10 − εA01) x = 0.

Íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à (A0 − λA10) x = 0 èìååò äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 1 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûå âåêòîðàìè φ10 = (1, 0, 0)T , φ20 = (0, 1, 0)T .

Âûïèñàâ âåêîâîé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è det (A− λA10 − εA01) ≡ (2 − λ)(1 − λ)(1 −
2ε − λ) = 0 óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 = 1 âîçìóùåííàÿ
çàäà÷à èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1(ε) = 1, λ1(ε) = 1 − 2ε ñ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè φ̃1(ε) = (1,−1, 0)T , φ̃2(ε) = (1,−1, 0)T ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðèì óñëîâèå
ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ:

(A0 − 1 · A10) (φ10 − φ20) =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 1
−1
0

 = 0,

A01(φ10 − φ20) =

1 1 0
1 1 0
0 0 0

 1
−1
0

 = 0,

ò.å. φ10 − φ20 ∈ N(A− 1 · A10) ∩N(A01). Óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðîèçâîäèì ðåãóëÿðèçàöèþ

Ã1 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

+ ⟨·, φ20⟩φ20 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 2− λ− ε 0
0 0 2− λ

 ,

Ã2 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

+ ⟨·, φ10⟩φ10 =

2− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

 .

Âèäíî, ÷òî λ1(ε) = 1, è λ1(ε) = 1 − 2ε íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ

Ã1 è Ã2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.1.
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3. Âîçìóùåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, ò.å. ⟨A1φi0, ψi0⟩ ̸= 0, i = 1, n,
ïóñòü φ̃i(ε) - ñîáñòâåííûé ýëåìåíò îïåðàòîðà Ai (λi; ε) ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λi(ε). Òîãäà Ai (λi; ε)φ̃i(ε) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(λ0)φ̃i(ε) = A (µi(ε)) φ̃i(ε) +Hi (λi(ε); ε) φ̃i(ε)−
∑
j ̸=i

⟨φ̃i(ε), γj0⟩ zj0, (3.8)

ãäå A (µi(ε)) = A(λ0)− A (λi(ε)) , Hi (λi(ε); ε) = A (λi(ε))− A (λi(ε); ε) . Ïðèìåíåíèå îïå-
ðàòîðà Ý.Øìèäòà Ã(λ0) , Γ = Ã−1(λ0), ñâîäèò (3.8) ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå{

Ã(λ0)φ̃i(ε) = A (µi(ε)) φ̃i(ε) +Hi (λi(ε); ε) φ̃i(ε) + ξizi0,
ξi = ⟨φ̃i(ε), γi0⟩.

(3.9)

Çàïèñàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.9) â âèäå

φ̃i(ε) = ξi
[
I − ΓA (µi(ε))− ΓHi (λi(ε); ε)

]−1
φi0 (3.10)

è ïîäñòàâèâ φ̃i(ε) âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.9) ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ λ0 :

⟨
[
A (µi(ε)) +Hi (λi(ε); ε)

] [
I − ΓA (µi(ε))− ΓHi (λi(ε); ε)

]−1
φi0, ψi0⟩ = 0. (3.11)

èëè ó÷èòûâàÿ àíàëèòè÷íîñòü îïåðàòîðà A(t; ε) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (λ0, 0), ïîñëå
ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.2)

∞∑
s=1

∞∑
l=0

Lsliµ
s
iε
l = 0, Lsli =

∑
(s,l)=(s1,l1)+···+(sk,lk)

⟨As1l1ΓAs2l2 . . .ΓAsklkφi0, ψi0⟩ . (3.12)

Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîýôôèöèåíò L10 = ⟨A1φi0, ψi0⟩ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî-
ýòîìó µi(ε) äëÿ âñåõ i = 1, n îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.12) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì
ñòåïåíÿì ε . Îïðåäåëèâ µi(ε) è ïîäñòàâëÿÿ åãî â ôîðìóëó (3.10), íàõîäèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò φ̃i(ε) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε . Òåì ñàìûì
äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè dimN (A(λ0)) = dimN∗ (A(λ0)) = n è ⟨A1φi0, ψi0⟩ ̸= 0
äëÿ âñåõ i = 1, n, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóþò ðîâíî n ïðîñòûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε) (λi(0) = λ0) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû
φ̃i(ε) è äåôåêòíûå ôóíêöèîíàëû ψ̃i(ε), àíàëèòè÷åñêèå ïî ε.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ ÎÆÖ{
φ
(j)
i0

}j=1,pi

i=1,n
, òàêèõ, ÷òî ⟨

pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0 äëÿ âñåõ i = 1, n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

âñå ÎÆÖ êîíå÷íû. Òîãäà â (3.12) ñîãëàñíî (2.2) Lpi0 = ⟨
pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0.

Óáûâàþùàÿ ÷àñòü äèàãðàììû Íüþòîíà, ïîñòðîåííîé äëÿ óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ
(3.12) ñîñòîèò ëèáî èç îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (1, 1) è (pi, 0) (òàê áóäåò, åñëè
âñå L0j ðàâíû íóëþ è L11 ̸= 0), ëèáî èç äâóõ îòðåçêîâ: óêàçàííîãî âûøå è îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (1, 1) è (0, qi) ãäå qi− íîìåð ïåðâîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ÷ëåíà
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {L0j}. Ïåðâîìó îòðåçêó îòâå÷àåò ïîêàçàòåëü 1

pi−1
, à âòîðîìó
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îòðåçêó â ëþáîì ñëó÷àå�öåëî÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(λ, ε)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, èìååò ðîâíî N =
n∑
i=1

pi (N− êîðíåâîå ÷èñëî) ðàçëè÷íûõ

íåïðåðûâíûõ ïî ε ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε), λi(0) = λ0, ïðè÷åì n ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε è N − n ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ñòåïåíÿì ε
1

pi−1 . Êàæäîìó λi(ε) îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé ýëåìåíò
φ̃i(ε) ïðåäñòàâèìûé ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïî òåì æå ñòåïåíÿì ε, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó λi(ε). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ïðè íàëè÷èè ÎÆÖ Lpi0 = ⟨
pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0 äëÿ

âñåõ i = 1, n. Åñëè L0j = 0, j = 1,∞ è L11 ̸= 0, òî ñóùåñòâóþò N ïðîñòûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε
1

pi−1 . Åñëè æå L0j = 0, j = 1, qi − 1, L0qi ̸= 0, L11 ̸= 0, òî ñóùå-
ñòâóþò ðîâíî N ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðè÷åì n èç íèõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûìè ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε, à îñòàëüíûå N−n
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûìè ïî ñòåïåíÿì ε

1
pi−1 .

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Êîãäà L0j = 0, j = 1,∞ è L11 = 0, ìåòîä äèàãðàììû
Íüþòîíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîá-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûõ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ε,
ïî îòëè÷íîìó îò íóëÿ ïåðâîìó êîýôôèöèåíòó èç ðÿäà {L1j}.
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On Fredholm eigenvalues perturbations for linear

operators.

c⃝ D. G. Rakhimov2

Abstract. In work on the basis of the reduction method, developed in works [6], [7], allowing to
reduce cases of the multiple eigenvalues to simple, the problem of perturbation of the Fredholm
points of a discrete spectrum of linear operator-functions is investigated.
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