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Динамика вязкоупругого элемента проточного канала
c⃝ Н.И. Еремеева1, П.А. Вельмисов2

Аннотация. Рассматривается плоская задача аэрогидроупругости о малых колебаниях, возни-
кающих при двустороннем обтекании вязкоупругого элемента, расположенного на прямолиней-
ной стенке бесконечного канала. Сформулирована математическая модель, описывающая за-
дачу в линейной постановке и соответствующая малым возмущениям однородных дозвуковых
потоков и малым прогибам вязкоупругого элемента. С помощью методов теории функций ком-
плексного переменного решение задачи сведено к исследованию интегро-дифференциального
уравнения с частными производными относительно функции прогиба элемента. Для решения
этого уравнения предложен численный метод, основанный на применении метода Бубнова-
Галеркина, с последующим сведением получаемой системы интегро-дифференциапъиых урав-
нений к векторному уравнению Вольтерра второго рода. На основе разработанного численного
метода проведено моделирование на ЭВМ динамики деформируемого элемента.
Ключевые слова: аэрогидродинамическое воздействие, вязкоупругий элемент, аэрогидро-
упругость, интегро-дифференциальное уравнение, метод Бубнова-Галеркина, векторное урав-
нение Вольтерра второго рода, теория функции комплексного переменного

1. Введение

При проектировании конструкций и устройств, обтекаемых потоком жидкости или
газа, необходимо решать задачи, связанные с исследованием устойчивости деформиру-
емых элементов.

Теории взаимодействия деформируемых тел с потоком жидкости или газа посвя-
щено много теоретических и экспериментальных исследований. Среди работ по данной
тематике отметим [1–9].

Предметом исследований в данной статье являются совместные малые колебания
идеальной несжимаемой жидкости и вязкоупругого элемента, расположенного на пря-
молинейной стенке проточного канала бесконечной длины. При этом на вязкоупругий
элемент воздействует как неограниченный поток над стенкой (распространяющийся
в верхней полуплоскости), так и поток внутри канала, поперечный разрез которого
имеет вид прямолинейной бесконечной полосы (Рис. 1.1)

Предполагаемая математическая модель может быть основой для решения задачи
о динамике части ледяного покрова, толщина которого значительно меньше толщины
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Рис. 1.1. Бесконечный резервуар с вязкоупругой вставкой

основной (бесконечно простирающейся) части ледяной поверхности. При этом учиты-
вается взаимодействие ледяного покрова как с подлёдным течением, так и с ветровым
потоком, распространяющимся над ледяной поверхностью.

2. Математическая модель

Введем систему координат, как показано на Рис. 2.1. На плоскости xOy, в кото-
рой происходят совместные колебания вязкоупругой вставки и жидкости, на прямой
y = h недеформируемым прямолинейным участкам стенки соответствуют промежутки
x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞), вставке – x ∈ (0; a). В бесконечно удаленных точках скорости
жидкости (газа) сверху и снизу равны соответственно v+ и v−, и имеют направления,
совпадающие с направлением Ox.

Рис. 2.1. Схема задачи

Обозначим через w̄(x, t) прогиб деформируемого элемента; ϕ̄1(x, y, t) – потенциал
возмущенного потока жидкости над стенкой; ϕ̄2(x, y, t) – потенциал возмущенного те-
чения в полосе. Будем считать изменения этих величин малыми, т. е. w̄(x, t) =ϵ w(x, t),
ϕ̄1(x, y, t) = v+x+ ϵ ϕ1(x, y, t), ϕ̄2(x, y, t) = v−x+ ϵ ϕ2(x, y, t), ϵ≪ 1.

Тогда математическая постановка задачи имеет вид:

△ϕ1 ≡ ϕ1xx
+ ϕ1yy

= 0, x ∈ (−∞; +∞) , y > h; (2.1)

△ϕ2 ≡ ϕ2xx
+ ϕ2yy

= 0, x ∈ (−∞; +∞) , y ∈ (0, h) ; (2.2)

ϕ1y (x, h, t) = 0, x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ; (2.3)

ϕ1y (x, h, t) = wt + v+wx, x ∈ (0; a) ; (2.4)

ϕ2y (x, h, t) = 0, x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ; (2.5)

ϕ2y (x, h, t) = wt + v−wx, x ∈ (0; a) ; (2.6)

ϕ2y (x, 0, t) = 0, x ∈ (−∞; +∞) ; (2.7)

Н.И. Еремеева, П.А. Вельмисов. Динамика вязкоупругого элемента проточного канала



490 Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019

|▽ϕ1|2 =
(
ϕ21x + ϕ21y + ϕ21t

)
= 0, y > h,

√
x2 + y2 → ∞; (2.8)

|▽ϕ2|2 =
(
ϕ22x + ϕ22y + ϕ22t

)
= 0, y ∈ (0, h) , x→ −∞; (2.9)

L(w) = ρ1
(
ϕ1t + v+ϕ1x

)
−ρ2

(
ϕ2t + v−ϕ2x

)
+P2−P1+

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

, x ∈ (0, a) , y = h;

(2.10)
где ρ1, ρ2 – плотности потоков; P1, P2 – давления в этих потоках в состоянии покоя, а
оператор L(w) задаётся формулой (см. [10–11])

L(w) = D

[
∂4w

∂x4
−

t∫
0

R1(τ, t)
∂4w(x, τ)

∂x4
dτ

]
+ P

∂2w

∂x2
+m

∂2w

∂t2
+ β1

∂w

∂t
+ β2

∂5w

∂x4∂t
+

+β0

[
w −

t∫
0

R2(τ, t)w(x, τ)dτ

]
,

(2.11)
где D – изгибная жесткость; m – погонная масса; P – сжимающая (растягивающая)
сила; R1(τ, t), R2(τ, t) – ядра релаксации, характеризующие вязкоупругие свойства ма-
териала вставки и ее основания; β1, β2 – коэффициенты внешнего и внутреннего демп-
фирования; β0 – коэффициент жёсткости основания.

3. Решение аэрогидродинамической задачи

Для решения задачи введем два комплексных потенциала (аналогичные задачи рас-
смотрены в работе [11]):

1) f1(z, t) = ϕ1(x, y, t)+iψ1(x, y, t) для точек κ1 = {z = x+ i y, Imz > h} над прямой
y = h;

2)f2(z, t) = ϕ2(x, y, t) + iψ2(x, y, t) для точек κ2 = {z = x+ i y, 0 < Imz < h} внутри
полосы.

Из условий Коши-Римана [12] для функции f1(z, t) получим

ψ1x = −ϕ1y ⇒ −ψ1(x, h, t) =

x∫
−∞

ϕ1y (τ, h, t) dτ.

Обозначая
ψ1(x, h, t) = −ω1(x, t)

и используя (2.3) и (2.4), получим:

ω1(x, t) =

0, если x ∈ (−∞; 0] ∪ [a; +∞) ,
x∫
0

(wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)) dτ, если x ∈ (0; a) .
(3.1)

При этом было учтено, что
a∫
0

(wt + v+wx) dx = 0 (следствие несжимаемости).

Рассмотрим функцию F (z, t) = i f1(z, t). Заметим, что

Re (F (z, t)) |z=x+i h = −Im (f1(z, t)) |z=x+ih = ω1(x, t).
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Тогда, согласно интегралу Шварца для верхней полуплоскости [12]:

F (z, t) =
1

πi

+∞∫
−∞

ω1(τ, t)
dτ

τ − z
+ i C(t), C(t) ∈ R ⇒ f1(z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1(τ, t)
dτ

τ − z
+ C(t).

Дифференцируя функцию f1(z, t) по z и по t, получим:

f1z (z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1(τ, t)

(
1

τ − z

)
z

dτ =
1

π

a∫
0

ω1(τ, t)

(
1

τ − z

)
τ

dτ = − 1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)
dτ

τ − z
,

f1t(z, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)
dτ

τ − z
+ C ′(t).

Воспользовавшись формулами Сохоцкого [12], найдем

lim
z→x+h i

f1t(z, t) = − 1

π
lim

z→x+h i

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − z
dτ +C ′(t) = −iω1t(x, t)−

1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ +C ′(t).

Аналогично:

lim
z→x+h i

f1z (z, t) = −iω1x(x, t)−
1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)

τ − x
dτ.

С другой стороны,

f1t(x, h, t) = ϕ1t(x, h, t) + iψ1t(x, h, t), f1z (x, h, t) = ϕ1x(x, h, t) + iψ1x(x, h, t).

Тогда, приравняв действительные части f1t(x, h, t) и f1z (x, h, t), получим:

ϕ1x(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1τ (τ, t)

τ − x
dτ, (3.2)

ϕ1t(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ +ReC ′(t).

Заметим, что из условия (2.8) следует, что ReC ′(t) = 0, тогда:

ϕ1t(x, h, t) = − 1

π

a∫
0

ω1t(τ, t)

τ − x
dτ. (3.3)

Рассмотрим теперь второй комплексный потенциал f2(z, t) = ϕ2(x, y, t) + iψ2(x, y, t),
заданный в κ2 = {z = x+ i y, 0 < Imz < h}.

Найдем функцию, которая конформно отображает бесконечную полосу на верхнюю
полуплоскость. В качестве такой функции можно взять ζ = −e−π

h z (Рис. 3.1).
При этом отображении точки нижней границы полосы {z = x+ 0i, x ∈ (−∞,+∞)}

переходят в отрицательную часть действительной оси {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (−∞, 0)},
левая часть верхней границы полосы {z = x+ hi, x ∈ (−∞, 0)} – в
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Рис. 3.1. Отображение бесконечной полосы на верхнюю
полуплоскость

луч {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (1,+∞)}, правая часть верхней границы полосы
{z = x+ hi, x ∈ (0,+∞)} – в интервал {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (0, 1)}. Заметим, что точки
вязкоупругой вставки {z = x+ hi, x ∈ (0, a)} отражаются в {ζ = ξ + 0i, ξ ∈ (α, 1)},
α = e−

π
ha.

Пусть
G(z, t) = i f2(z, t) = i ϕ2(x, y, t)− ψ2(x, y, t).

Тогда
Gz(z, t) = i ϕ2x(x, y, t)− ψ2x(x, y, t) = i ϕ2x(x, y, t) + ϕ2y (x, y, t).

Следовательно, Re(Gz(z, t)) = ϕ2y (x, y, t), а значит,

Re (Gz(z(ζ), t)) |ζ=ξ+0i =


ϕ2y (x, 0, t), x ∈ (−∞,+∞), если ξ ∈ (−∞; 0] ,

ϕ2y (x, h, t), x ∈ (0, a), если ξ ∈ (α; 1) ,

ϕ2y (x, h, t), x ∈ (−∞, 0] ∪ [a,+∞) , если ξ ∈ [0, α] ∪ [1,+∞) .

=


0, если ξ ∈ (−∞; 0] ,

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t), если ξ ∈ (α; 1) ,

0, если ξ ∈ [0, α] ∪ [1,+∞) .

Обозначим

ω2(ξ, t) =

{
0, если ξ ∈ (−∞;α] ∪ [1,+∞) ,

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t), если ξ ∈ (α; 1) .
(3.4)

Тогда по лемме Шварца для верхней полуплоскости:

Gz(z(ζ), t) =
1

πi

+∞∫
−∞

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
+ i C(t), C(t) ∈ R.

Значит,

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
+ C(t), C(t) ∈ R.

По формуле Сохоцкого:

lim
ζ→ξ+0 i

f2z (z(ζ), t) = −i ω2(ξ, t)−
1

π

1∫
α

ω2(τ, t)

τ − ξ
dτ + C(t).
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С другой стороны,

f2z (x(ξ), h, t) = ϕ2x(x(ξ), h, t)) + i ψ2x(x(ξ), h, t).

Приравняв действительные части с учётом того, что C(t) ∈ R, получим:

ϕ2x(x(ξ), h, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
+ C(t).

Отметим, что если z = x+ i h ,x→ −∞, то ζ → ξ + 0 i, ξ → +∞, значит,

ϕ2x(−∞, h, t) = − lim
ξ→+∞

1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
+ C(t) = C(t).

При этом C(t) = 0, т. к. из условия (2.9) следует lim
x→−∞

ϕ2x(x, h, t) = 0.
Тогда

ϕ2x(x(ξ), h, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ξ
, (3.5)

а также

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
. (3.6)

Отметим еще один факт, следующий из условия несжимаемости:

1∫
α

ω2(τ, t)dτ

τ
=

1∫
α

wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t)

ξ
dξ =

 ξ = e−
π
hx

dx(ξ) = − h
πξdξ

x ∈ (a, 0)

 =

=
π

h

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
dx = 0. (3.7)

Для нахождения ϕ2t(x(ξ), 0, t) восстановим функцию f2(z(ζ), t) по известной произ-
водной f2z (z(ζ), t). Поскольку

dζ

dz
=
π

h
e−

π
h z = −π

h
ζ,

то, используя (3.6), получим:

f2ζ (z(ζ), t) = f2z (z(ζ), t) ·
dz

dζ
=

1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ − ζ
· h

π ζ
=

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) ζ
dτ.

Поскольку
1

(τ − ζ) ζ
=

1
τ

τ − ζ
+

1
τ

ζ
,
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то

f2ζ (z(ζ), t) =
h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) τ
dτ +

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

ζτ
dτ =

h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

(τ − ζ) τ
dτ.

Найдем функцию f2(z(ζ), t), интегрируя по ζ:

f2(z(ζ), t) = − h

π2

1∫
α

ω2(τ, t)

τ
ln(τ − ζ)dτ + Ĉ(t).

Введем обозначение

ω̃2(τ, t) = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ. (3.8)

Интегрируем по частям, учитывая, что ω̃2(1, t) = ω̃2(α, t) (см. (3.7)):

f2(z(ζ), t) + Ĉ(t) = −h
π

ln(τ − ζ)ω̃2(τ, t)

∣∣∣∣1
α

−
1∫

α

ω̃2(τ, t)

τ − ζ
dτ

+

+Ĉ(t) =
h

π

1∫
α

ω̃2(τ, t)

τ − ζ
dτ + Ĉ(t).

Следовательно,

f2t(z(ζ), t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ζ
dτ + Ĉ

′
(t). (3.9)

По формуле Сохоцкого:

lim
ζ→ξ+0 i

f2t(z(ζ), t) = i h ω̃2t(ξ, t) +
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ + Ĉ

′
(t).

Значит,

ϕ2t(x(ξ), h, t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ +ReĈ

′
(t).

Если z = x+ h i, x→ −∞, то ζ = ξ + 0 i, ξ → +∞, тогда ReĈ
′
(t) = 0, следовательно,

ϕ2t(x(ξ), h, t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ − ξ
dτ. (3.10)

4. Исследование поведения найденного решения при x → +∞

Оценим величины ϕ22x , ϕ22y , ϕ22t при x → +∞. Если z = x + i y, x → +∞, y ∈ (0, h),
то ζ = −e−π

hx · e−π i
h y → 0, т. е. ξ → 0, η → 0 для ∀y ∈ (0, h).
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Используя (3.6) и (3.7), получим:

lim
x→+∞

f2z (z(ζ), t) = − 1

π

1∫
α

ω2(τ, t)
dτ

τ
= 0 ⇒ ϕ2x(+∞, y, t) = 0, ϕ2y (+∞, y, t) = 0,

значит, (
ϕ22x + ϕ22y

)
+∞

= 0. (4.1)

Из равенств (3.9)–(3.10) следует:

lim
x→+∞

f2t(z(ζ), t) =
h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ
dτ + Ĉ

′
(t), ϕ2t(+∞, y, t) =

h

π

1∫
α

ω̃2t(τ, t)

τ
dτ.

Рассмотрим интеграл
1∫
α

ω̃2(τ,t)
τ dτ . Используя (3.8) и меняя порядок интегрирования,

получим:

1∫
α

ω̃2(τ, t)

τ
dτ = − 1

π

1∫
α

1

τ
dτ

1∫
τ

ω2(θ, t)

θ
dθ = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ

θ∫
α

1

τ
dτ =

= − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnτ |θαdθ =

=
lnα

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
dθ − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnθ dθ = − 1

π

1∫
α

ω2(θ, t)

θ
· lnθ dθ =

= − 1

π

1∫
α

(
wt(x(ξ), t) + v−wx(x(ξ), t)

)
· lnξ
ξ
dξ =

 ξ = e−
π
hx

dx(ξ) = − h
πξdξ

x ∈ (a, 0)

 =

=
π

h2

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
· xdx.

Заметим, что
a∫
0

(wt(x, t) + v−wx(x, t)) dx = 0 для любого значения t, т. е.

∀t : Ω(t) =

a∫
0

(
wt(x, t) + v−wx(x, t)

)
dx = 0,

следовательно,

∀t : ∂Ω(t)

∂t
=

a∫
0

(
wtt(x, t) + v−wxt(x, t)

)
dx = 0.

Тогда ∀y ∈ (0, h), ∀t ϕ2t(+∞, y, t) – ограниченная величина.
Таким образом, учитывая (4.1), можно утверждать, что на бесконечном удалении

справа в канале имеет место однородный поток, давление в котором является ограни-
ченной величиной.
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5. Сведение задачи к решению интегро-дифференциального
уравнения

Используя равенства (3.1)–(3.3), получим:

ϕ1t(x, 0, t) = − 1

π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ − v+

π

a∫
0

wt(τ, t)

τ − x
dτ, (5.1)

ϕ1x(x, 0, t) = − 1

π

a∫
0

wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ. (5.2)

Учитывая (3.4), а также то, что точки вставки {z = x+ i h, x ∈ (0, a)} отражаются
в интервал {ζ = ξ + i 0, ξ ∈ (α, 1)}, ξ = e−

π
hx,α = e−

π
ha, запишем (3.5) в виде:

ϕ2x(x, 0, t) = − 1

π

1∫
α

(
wt(θ, t) + v−wθ(θ, t)

)
|θ=− h

π lnτ

dτ

τ − e−
π
hx

=

= − 1

h

a∫
0

(
wt(θ, t) + v−wθ(θ, t)

) dθ

1− e
π
h (θ−x)

= − 1

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

.

(5.3)
Аналогично преобразуем (3.10), используя (3.8):

ϕ2t(x, 0, t) = −h
π

1∫
α

dθ

θ∫
α

wtt(ϖ(θ), t) + v−wϖt(ϖ(θ), t)

(τ − ξ(x)) θ
dτ =

[
ξ(x) = e−

π
hx

ϖ(θ) = −h
π lnθ

]
=

= − 1

π

a∫
0

(
wtt(τ, t) + v−wτt(τ, t)

)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ. (5.4)

Подставив (5.1)–(5.4) в правую часть уравнения (2.10), запишем это уравнение в
виде:

L(w) = −ρ1
π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ − ρ1v

+

π

a∫
0

2wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ +

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

+

+
ρ2v

−

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

+
ρ2
π

a∫
0

(wtt(τ, t)+

+v−wτt(τ, t)
)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ ++P2 − P1.

Таким образом, учитывая вид оператора L(w) (2.11), приведём решение задачи к ре-
шению интегро-дифференциального уравнения относительно функции прогиба вязко-
упругого элемента w(x, t):

−ρ1
π

a∫
0

dτ

τ∫
0

wtt(θ, t)

τ − x
dθ− ρ1v

+

π

a∫
0

2wt(τ, t) + v+wτ (τ, t)

τ − x
dτ +

1

2
ρ1v

+2

− 1

2
ρ2v

−2

+P2−P1+

Н.И. Еремеева, П.А. Вельмисов. Динамика вязкоупругого элемента проточного канала



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 497

+
ρ2v

−

h

a∫
0

(
wt(τ, t) + v−wτ (τ, t)

) dτ

1− e
π
h (τ−x)

+

+
ρ2
π

a∫
0

(
wtt(τ, t) + v−wτt(τ, t)

)
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ−

−D

∂4w
∂x4

−
t∫

0

R1(τ, t)
∂4w(x, τ)

∂x4
dτ

− β0

w −
t∫

0

R2(τ, t)w(x, τ)dτ

− P
∂2w

∂x2
−m

∂2w

∂t2
−

−β1
∂w

∂t
− β2

∂5w

∂x4∂t
= 0, x ∈ (0, a). (5.5)

6. Сведение задачи к системе интегро-дифференциальных
уравнений методом Бубнова-Галеркина

Для численного решения уравнения (5.5) применим метод Бубнова-Галёркина [13].
Будем считать, что концы вязкоупругой вставки закреплены шарнирно, тогда

w(0, t) = w(a, t) = 0,
∂2w(0, t)

∂x2
=
∂2w(a, t)

∂x2
= 0.

Пусть, кроме того, выполняются начальные условия:

w(x, 0) = h1(x),
∂w(x, 0)

∂t
= h2(x).

Отметим, что функция h2(x) для обеспечения выполнения условия несжимаемости
должна обладать некоторым свойством. Поскольку

a∫
0

(
wt(x, t) + v±wx(x, t)

)
dx =

a∫
0

wt(x, t)dx+ v± (w(a, t)− w(0, t)) = 0,

то при любых фиксированных t̃ площадь, ограниченная графиком y = wt(x, t̃),

x ∈ (0, a), равна нулю, т. е.
a∫
0

h2(x)dx = 0.

Кроме того,
d

dt

a∫
0

w(x, t)dx = 0 , а значит, при любых фиксированных t̃ площадь,

ограниченная графиком y = w(x, t̃), x ∈ (0, a), остается неизменной, а именно равной
площади, ограниченной графиком y = h1(x).

Согласно методу Бубнова-Галёркина, решение задачи будем искать в виде

w(x, t) =

N∑
k=1

yk(t) sin
πkx

a
. (6.1)

Подставим разложение (6.1) в уравнение (5.5), умножим полученную невязку урав-
нения на sin

πnx

a
и проинтегрируем по отрезку [0, a]. В результате получим систему N
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интегро-дифференциальных уравнений:

N∑
k=1

ãnky
′′

k (t) +
N∑

k=1

b̃nky
′

k(t) +
N∑

k=1

d̃nkyk(t) =

= m̃
(1)
n

t∫
0

R1(τ, t)yn(τ)dτ + m̃
(2)
n

t∫
0

R2(τ, t)yn(τ)dτ + c̃n,

(6.2)

в которой

ãnk =
aρ1
π2k

a∫
0

dx

a∫
0

(
cos πkτ

a − 1
)
sin πnx

a

τ − x
dτ+

+
ρ2
π

a∫
0

dx

a∫
0

sin
πkτ

a
sin

πnx

a
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ−

−a
2
m · δkn;

b̃nk = −2v+ρ1
π

a∫
0

dx

a∫
0

sin πkτ
a sin πnx

a

τ − x
dτ +

ρ2v
−

h

a∫
0

dx

a∫
0

sin πkτ
a sin πnx

a

1− e
π
h (τ−x)

dτ+

+
kρ2v

−

a

a∫
0

dx

a∫
0

cos
πkτ

a
sin

πnx

a
ln
∣∣e−π

h τ − e−
π
hx
∣∣ dτ − a

2

(
β2

(
πk

a

)4

+ β1

)
δkn;

d̃nk = −kv
+2

ρ1
a

a∫
0

dx

a∫
0

cos πkτ
a sin πnx

a

τ − x
dτ +

ρ2v
−2

πk

ah

a∫
0

dx

a∫
0

cos πkτ
a sin πnx

a

1− e
π
h (τ−x)

dτ−

−a
2

(
D

(
πk

a

)4

− P

(
πk

a

)2

+ β0

)
δkn;

m̃(1)
n = −aD

2

(πn
a

)4
; m̃(2)

n = −a
2
β0; δkn =

{
1, если n = k,

0, если n ̸= k,
n = 1, . . . , N.

7. Приведение системы интегро-дифференциальных уравнений
к векторному уравнению Вольтера II рода

Пусть

v⃗1(t) =


y1(t)
y2(t)
. . .
yN (t)

 , v⃗2(t) =


y

′

1(t)

y
′

2(t)
. . .

y
′

N (t)

 , v⃗3(t) =


y

′′

1 (t)

y
′′

2 (t)
. . .

y
′′

N (t)

 , ⃗̃c =


c̃1
c̃2
. . .
c̃N

 ,

Ã =


ã11 ã12 ... ã1N
ã21 ã22 ... ã2N
... ... ... ...
ãN1 ãN2 ... ãNN

 , B̃ =


b̃11 b̃12 ... b̃1N
b̃21 b̃22 ... b̃2N
... ... ... ...

b̃N1 b̃N2 ... b̃NN

 ,
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D̃ =


d̃11 d̃12 ... d̃1N
d̃21 d̃22 ... d̃2N
... ... ... ...

d̃N1 d̃N2 ... d̃NN

 , M̃i =


m̃

(i)
1 0 ... 0

0 m̃
(i)
2 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... m̃
(i)
N

 ,

P = Ã−1B̃, Z = Ã−1D̃, c⃗3 = Ã−1⃗̃c, Gi = Ã−1M̃i, i = 1, 2.

Тогда система (6.2) приводится к матричному уравнению

v⃗3(t) + P · v⃗2(t) + Z · v⃗1(t) = G1

t∫
0

R1(τ, t)v⃗1(τ)dτ +G2

t∫
0

R2(τ, t)v⃗1(τ)dτ + c⃗3,

которое, в свою очередь, можно записать в виде интегральной системы

v⃗1(t) =
t∫
0

v⃗2(τ)dτ + c⃗1,

v⃗2(t) =
t∫
0

v⃗3(τ)dτ + c⃗2,

v⃗3(t) =
t∫
0

[(G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t)) v⃗1(τ)− P v⃗3(τ)− Zv⃗2(τ)] dτ + c⃗3.

,

c⃗i =

c(i)1

. . .

c
(i)
N

 , c
(i)
k =

2

a

a∫
0

sin
πkx

a
hi(x)dx, i = 1, 2.

После введения обозначений:

V⃗ (t) =

v⃗1(t)v⃗2(t)
v⃗3(t)

 , R(τ, t) =

 O E O
O O E

G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t) −Z −P

 , C⃗ =

c⃗1c⃗2
c⃗3

 ,

где O и E – нулевая и единичная квадратные матрицы порядка N , приходим к вектор-
ному уравнению Вольтерра второго рода:

V⃗ (t) =

t∫
0

R(τ, t)V⃗ (τ)dτ + C⃗. (7.1)

Применение подобного метода решения можно найти в работах [14], [15].

8. Решение уравнения Вольтерра II рода методом итераций

В качестве метода численного решения уравнения Вольтерра II рода выберем метод
итераций [16].

Для организации итерационного процесса нулевое приближения примем равным
нулевому вектору:

V⃗ 0 =

v⃗ 0
1

v⃗ 0
2

v⃗ 0
3

 =

0⃗

0⃗

0⃗

 ,
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а каждое следующее приближение V⃗ k+1 =

v⃗ k+1
1

v⃗ k+1
2

v⃗ k+1
3

 будем находить по формулам



v⃗ k+1
1 (t) =

t∫
0

v⃗ k
2 (τ)dτ + c⃗1,

v⃗ k+1
2 (t) =

t∫
0

v⃗ k
3 (τ)dτ + c⃗2,

v⃗ k+1
3 (t) =

t∫
0

[
(G1R1(τ, t) +G2R2(τ, t)) v⃗

k
1 (τ)− P v⃗ k

3 (τ)− Zv⃗ k
2 (τ)

]
dτ − Zc⃗1 − P c⃗2 + c⃗3.

9. Примеры численного расчета задачи

Получим на основе описанного метода численное решение задачи при фиксирован-
ных исходных данных.

Пусть высота прямоугольного резервуара h = 1, вязкоупругая вставка изготовлена
из алюминия, имеет длину a = 1 и толщину h∗ = 0, 001 (все величины приведены в СИ
[кг, м, с]). Плотность алюминия ρ∗ = 2700, модуль Юнга E = 7 · 1010, коэффициент
Пуассона ν = 0, 35, следовательно, погонная масса вставки и коэффициент её изгибной

жесткости равны m = h∗ ρ∗ = 2, 7 и D = E J =
E h3∗

12(1− ν2)
= 6, 648 соответственно.

Сверху вставку обтекает поток воздуха (ρ1 = 1, 3), скорость которого в бесконечно
удалённой точке v+ = 1, 0, а снизу на вставку воздействует поток воды (ρ2 = 998) со
скоростью на бесконечности v− = 0, 05, при этом давления потоков в состоянии покоя
равны соответственно P1 = 100000, P2 = 101100.

Другие параметры задачи примем равными β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) =
R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), P = −9000, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

На рисунке 9.1 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx
a , при фиксированном x0 = 0, 1a.

Рис. 9.1. График w2(0, 1a; t) при a = 1, h = 1, D = 6, 648,
P = −9000, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 1, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 101100, β0 = β1 = β2 = 1,
R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Пусть теперь высота прямоугольного резервуара h = 50, вязкоупругая вставка из-
готовлена из льда, имеет длину a = 50 и толщину h∗ = 0, 02. Плотность льда ρ∗ = 948,
модуль Юнга E = 5 · 108 , коэффициент Пуассона ν = 0, 45, тогда погонная масса
вставки равна m = h∗ ρ∗ = 18, 98, а коэффициент изгибной жёсткости D = 606, 06.

На вставку воздействуют те же потоки воздуха и воды, для которых v+ = 1, 0,
v− = 0, 05, P1 = 100000, P2 = 100500.
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Другие коэффициенты примем равными β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) =
0, 0001 · e20(τ−t), P = −20000, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

На Pис. 9.2 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx

a
, при фиксированном x0 = 0, 05a.

Рис. 9.2. График w2(0, 05a; t) при a = 50, h = 50, D = 606, 06,
P = −20000, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 1, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 100500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Одним из наиболее важных вопросов, возникающих при исследовании динамики де-
формируемых элементов конструкций, является вопрос устойчивости ([17–20]). Числен-
ное моделирование позволяет оценивать характер колебаний вязкоупругого элемента, а
именно выяснять, являются ли колебания затухающими, или амплитуда неограниченно
возрастает.

На Рис. 9.3 изображен график второго галёркинского приближения w2(x0, t) =
2∑

k=1

yk(t) sin
πkx

a
, при фиксированном x0 = 0, 7a и следующих значениях коэффици-

ентов: h = π, m = 18, 96,ρ∗ = 948, D = 606, 06, ρ1 = 1, 3, v+ = 0, 5, ρ2 = 998, v− = 0, 05,
P1 = 100000, P2 = 102500, β0 = 1, β1 = 1, β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
P = 100, h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx.

Рис. 9.3. График w2(0, 7a; t) при a = 1, h = π, D = 606, 06,
P = 100, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 0, 5, v− = 0, 05, P1 = 100000,

P2 = 102500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 04 sin 2πx

Заметим, что амплитуда колебаний на этом графике уменьшается, то есть колебания
имеют устойчивый характер.

На Рис. 9.4 представлены графики рассматриваемого галёркинского приближения
при фиксированных tn, полученные при тех же значениях коэффициентов.
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Рис. 9.4. График w2(x, tn) при a = 1, h = π, D = 606, 06, P = 100,
ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 0, 5, v− = 0, 05, P1 = 100000, P2 = 102500,
β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), h1(x) = 0,

h2(x) = 0, 05 sin 2πx

Изменим в условиях предыдущей задачи скорости потоков а на v− = 0, 8, v+ =
2. График соответствующего второго галеркинского приближения изображен на Рис.

9.5. На Рис. 9.6 показаны соответствующие графики w2(x, tn) =
2∑

k=1

yk(tn) sin
πkx

a
при

фиксированных tn.

Рис. 9.5. График w3(0, 7a; t) при a = 1, h = π, D = 606, 06,
P = 100, ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 2, v− = 0, 8, P1 = 100000,

P2 = 102500, β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t),
h1(x) = 0, h2(x) = 0, 05 sin 2πx

Рис. 9.6. График w2(x, tn) при a = 1, h = π, D = 606, 06, P = 100,
ρ1 = 1, 3, ρ2 = 998, v+ = 2, v− = 0, 8, P1 = 100000, P2 = 102500,
β0 = β1 = β2 = 1, R1(τ, t) = R2(τ, t) = 0, 0001 · e20(τ−t), h1(x) = 0,

h2(x) = 0, 05 sin 2πx

Н.И. Еремеева, П.А. Вельмисов. Динамика вязкоупругого элемента проточного канала



Журнал СВМО. Том 21, № 4. 2019 503

Очевидно, что при данном наборе исходных данных динамика упругого элемента
является неустойчивой.
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Dynamics of viscoelastic element of flow channel
c⃝ N. I. Eremeeva1, P.A. Velmisov2

Abstract. We consider the plane problem of aerohydroelasticity on small oscillations arising during
bilateral flow around a viscoelastic element located on the rectilinear wall of an infinite channel.
A mathematical model describing the problem in a linear formulation and corresponding to small
perturbations of homogeneous subsonic flows and small deflections of a viscoelastic element is
formulated. Using the methods of the theory of functions of a complex variable, the solution of
the problem is reduced to the study of the integro-differential equation with partial derivatives with
respect to the deflection function of the element. To solve this equation, a numerical method based
on the application of the Bubnov-Galerkin method is proposed, followed by the reduction of the
resulting system of integro-differential equations to the Volterra vector equation of the second kind.
On the basis of the developed numerical method the computer simulation of the dynamics of the
deformable element is carried out.
Key Words: Aerohydrodynamic impacts, viscoelastic element, aerohydroelasticity, integro-
differential equation, Bubnov-Galerkin method, Volterra vector equation of the second kind, theory
of complex variable function
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