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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ óïðàâëÿåìîñòü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïîëûé
óïðóãèé ñòåðæåíü ñ ïðîòåêàþùåé âíóòðè íåãî æèäêîñòüþ èëè ãàçîì (òðóáîïðîâîä). Ïîñòðî-
åíû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü êîëåáà-
íèé òðóáîïðîâîäà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ïîä äåéñòâèåì ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèé òðóáîïðîâîä, äèíàìèêà, óïðàâëÿåìîñòü, óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìåòîä Ãàëåðêèíà

1. Ââåäåíèå

Ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìíîãèõ êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, àïïàðàòîâ, óñòàíîâîê è ò.ä. ÿâëÿ-
þòñÿ òðóáîïðîâîäû, ïî êîòîðûì ïðîòåêàåò ïîòîê æèäêîñòè èëè ãàçà. Ïîòîê, âîçäåéñòâóÿ
íà òðóáîïðîâîä, ìîæåò âîçáóæäàòü åãî êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäà, ñêîðîñòü èëè ÷àñòîòà åãî
êîëåáàíèé ìîãóò óâåëè÷èâàòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äî çíà÷åíèé, íàðóøàþùèõ íàäåæ-
íîñòü ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèé, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ êîíñòðóêöèé èëè èõ ýëåìåíòîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýêñïëóàòàöèè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òðóáîïðîâîäàìè íåîáõîäèìî
êîíòðîëèðîâàòü èõ äèíàìèêó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òàêèõ êîíñòðóêöèé
ìîæíî çàðàíåå ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ãà-
ðàíòèðóþùèõ íîðìàëüíóþ ðàáîòó êîíñòðóêöèé è íå ïðèâîäÿùèõ ê èõ ðàçðóøåíèþ èëè
âîçíèêíîâåíèþ àâàðèéíîé ñèòóàöèè. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ çàäà÷è
äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà [1]-[21]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàññìîòðåòü
çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè òðóáîïðîâîäà, ÷åìó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ. Óïðàâëå-
íèå ïàðàìåòðàìè ïðåäïîëàãàåò àêòèâíîå âîçäåéñòâèå íà òðóáîïðîâîä ñ öåëüþ óñòðàíåíèÿ
âîçíèêàþùèõ â í¼ì êîëåáàíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óïðóãîãî ïîëîãî ñòåðæíÿ äëèíîé l
è ïðîòåêàþùåé âíóòðè íåãî æèäêîñòè. Íà ïëîñêîñòè xOy íåäåôîðìèðîâàííîìó ñòåðæíþ
ñîîòâåòñòâóåò íà îñè Ox îòðåçîê (0, l) . Ñêîðîñòü æèäêîñòè ðàâíà U è èìååò íàïðàâëåíèå,
ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì îñè Ox . Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà èñïîëüçóåì
óðàâíåíèå [4]

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû åñòåñòâåííîíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Óëüÿíîâñêèé èíñòèòóò ãðàæäàíñêîé àâèàöèè èìåíè
Ãëàâíîãî ìàðøàëà àâèàöèè Á.Ï. Áóãàåâà, ã. Óëüÿíîâñê; aleksygladun@gmail.com
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ãäå êîýôôèöèåíòû m0,m∗, J âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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Øòðèõ è òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå x è âðåìåíè
t ñîîòâåòñòâåííî. Â óðàâíåíèè (2.1) w(x, t) � äåôîðìàöèÿ (ïðîãèá) â ñå÷åíèè x â ìîìåíò
âðåìåíè t , x ∈ (0, l) , t > 0 ; E � ìîäóëü óïðóãîñòè; U , m∗ , ρ∗ � ñêîðîñòü, ìàññà
æèäêîñòè (ãàçà) íà åäèíèöó äëèíû è ïëîòíîñòü æèäêîñòè (ãàçà); l � äëèíà òðóáû ìåæäó
îïîðàìè; R∗, R0 � âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáîïðîâîäà; m0, ρ0 � ìàññà ìåòàëëà
íà åäèíèöó äëèíû òðóáû è ïëîòíîñòü ìåòàëëà; N � ñæèìàþùàÿ (N > 0) èëè ðàñòÿãè-
âàþùàÿ (N < 0) ñèëà; α � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; êîýôôèöèåíò β
ó÷èòûâàåò èíåðöèþ âðàùåíèÿ ñå÷åíèé; ôóíêöèÿ f(x, t, w, ẇ) îïðåäåëÿåò âíåøíåå óïðàâ-
ëÿþùåå âîçäåéñòâèå íà òðóáîïðîâîä. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) ìåòîäîì
Ãàëåðêèíà áóäåì çàäàâàòü ôóíêöèþ â âèäå

wM(x, t) =
M∑
k=1

vk(t)gk(x),

ãäå {gk(x)}∞1 - ïîëíàÿ íà [0, l] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿì
çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ òðóáîïðîâîäà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ

w(0, t) = w′′(0, t) = 0, w(l, t) = w′′(l, t) = 0,

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì âûáåðåì gk(x) = sin kπx
l

è îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì M = 2 . Êàê
ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [9],[13], ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà,
ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ (M = 2) è áîëüøåãî ÷èñëà
ïðèáëèæåíèé (M = 20) îòëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî. Äëÿ ñëó÷àÿ M = 2 ôóíêöèÿ w(x, t)
ïðèìåò âèä

w(x, t) = v1 sin
(π x

l

)
+ v2(t) sin

(
2π x

l

)
.

Íà îñíîâå ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé v1(t) è v2(t)
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(2.2)

ãäå u1(t, v1, v2, v̇1, v̇2), u2(t, v1, v2, v̇1, v̇2) � óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëü-
òàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ìåòîäà Ãàëåðêèíà ê ôóíêöèè f(x, t, w, ẇ) . Äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñè ñèñòåìû (2.2) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

A =
π4D

2l3
− π2(m∗U

2 +N)

2l
; B =

π2β

2l
+
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2
;

C = −3π6D
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.

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äåôîðìàöèåé òðóáîïðîâîäà.
Çàäà÷à 1.Íàéòè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå (äàëåå äîïóñòèìûå) óïðàâëåíèÿ u1(t), u2(t), t ∈

[t0, t1], òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå èì äâèæåíèå ñèñòåìû (2.2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

w(x, t0) = w0(x), w(x, t1) = w1(x).

Çàäà÷à 2. Íàéòè òàêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ u1(t, v1, v2, v̇1, v̇2), u2(t, v1, v2, v̇1, v̇2) ,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû (2.2).

3. Èññëåäîâàíèå óïðàâëÿåìîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1. Äëÿ èçó÷åíèÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2.2) âîñïîëüçóåìñÿ äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ [22],[23].
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) ê
íîðìàëüíîìó âèäó. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

y1 = v1(t), y2 = v2(t), y3 = v̇1(t), y4 = v̇2(t),

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (2.2) â âèäå
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(3.1)

Çäåñü u1 , u2 � äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ. Çàïèøåì ñèñòåìó ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êå
y = (y1, y2, y3, y4) = (0, 0, 0, 0), u = (u1, u2) . Èìååì

ẏ1 = y3

ẏ2 = y4

ẏ3 =
(−1)
B

[
Ay1 +

π4α

2l3
y3 −

8

3
m∗Uy4 + u1

]
ẏ4 =

(−2l)
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[(
4A+
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8π4α

l3
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8

3
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Çàïèøåì ñèñòåìó (3.2) â ìàòðè÷íîì âèäå

ẏ = Ay +Bu

×òîáû ñèñòåìà (3.1) áûëà óïðàâëÿåìà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 ,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû rank{B,AB} = 4 .

Òàê êàê ïðè l ̸= 0

det{B,AB} = 16l4

(π2β + l2m0 + l2m)(4π2β + l2m0 + l2m)
̸= 0,

òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.2) óïðàâëÿåìà, à ñèñòåìà (3.1) óïðàâëÿåìà â îêðåñòíîñòè ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ y = 0 (2.2). Ñëåäîâàòåëüíî, óïðàâëåíèÿ u1(t) , u2(t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

4. Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.1). Íóëåâîå ðåøåíèå y = 0 îçíà÷àåò îò-
ñóòñòâèå äåôîðìàöèè òðóáîïðîâîäà â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè åãî ýêñïëóàòàöèè. Íàéäåì
òàêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ u1(y) , u2(y) êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ
óñòîé÷èâîñòü íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ñèëó óðàâíåíèé (3.1).

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (3.1) ñ óïðàâëåíèÿìè u1(y) , u2(y) àâòîíîìíàÿ, áóäåì ðåøàòü ïî-
ñòàâëåííóþ çàäà÷ó ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåî-
ðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [24] îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
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Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-
öèè (4.1) â ñèëó ñèñòåìû (3.1) èìååò âèä
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ V̇ áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, çàäàäèì ñëåäóþùèå
óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè

u1(y) =
36

7
Ky22y4 +

8

3
m∗Uy4 −

1

3
Ky21y4 −

2

3
Ky1y2y3 − 8Cy1y

2
2 − Cy31 +

15π4α

2l3
y3,

u2(y) = (−1)44
21

Ky22y3 −
8

3
m∗Uy3 −Ky21y3 −

88

21
Ky1y2y4 −

(
8C − 9π6D

2l5

)
y22y2−

−
(
16C − 9π6D

l5

)
y32.

Òîãäà

V̇ (y) = −16π4α

l3
(y23 + y24), V̇ (y) ≤ 0,

ïðè÷åì V̇ (y) = 0 íà ìíîãîîáðàçèè G : y23 + y24 = 0 , V̇ (y) < 0 âíå ìíîãîîáðàçèÿ G .
Ïî òåîðåìå Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [24] íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå y = 0 áóäåò àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì, åñëè ìíîãîîáðàçèå G íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé ñè-
ñòåìû (3.1), êðîìå y = 0 . Ïðîâåðèì ýòî íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé u1(y) , u2(y) è ðàâåíñòâ y3 = 0 , y4 = 0 , îïèñûâàþùèõ ìíîãîîáðàçèå G , â
ñèñòåìó (3.1). Èìååì

ẏ1 = 0, ẏ2 = 0, ẏ3 =
(−A)
B

y1, ẏ4 =
(−4) (2Al3 + 3π4D)

(2Bl + 3π2β)l2
y2. (4.2)

Âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.2) íå îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
ãîîáðàçèå G íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû 3.1. Òî÷êè òðàåêòîðèè íå ìîãóò
áåñêîíå÷íî îñòàâàòüñÿ íà ìíîãîîáðàçèè G , ïîñêîëüêó ẏ3 ̸= 0, ẏ4 ̸= 0, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà
y = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèÿ u1(y) , u2(y) îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ y = 0 ñèñòåìû (3.1).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òðóáîïðîâîäà. Â ðàáîòàõ
[9],[13] ïîñòðîåíû îáëàñòè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäà ïðè
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

w(x, 0) = 0.02 sin
πx

l
, ẇ(x, 0) = 0,
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êîòîðûå, ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, äëÿ ñèñòåìû (3.1) îçíà÷àþò

y1(0) = 0.02, y2(0) = 0, y3(0) = 0, y4(0) = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó U = 20, N = 1500 èç îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé, â êîòîðîé
ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè [9],[13].
Èñïîëüçîâàíèå ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé u1(y) , u2(y) äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (3.1) ïðè
óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ïîòîêà è ñæèìàþùåé ñèëû ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî
ïîãàñèòü âîçíèêøèå êîëåáàíèÿ (ðèñ.1-4). Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå êîîðäèíàò
y1, y3 ñèñòåìû 3.1 ïîä äåéñòâèåì ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé, ïðè ýòîì y2(t) ≡ 0, y4(t) ≡ 0,
íà ðèñ. 3, 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t) ïðè x = l/4 è x = l/2 . Íà ðèñ. 5, 6
ïîêàçàíû óïðàâëåíèÿ u1(t) = u1(y(t)), u2(t) = u2(y(t)) .

Ðèñ. 1: Ïîâåäåíèå y1(t) . Ðèñ. 2: Ïîâåäåíèå y2(t) .

Ðèñ. 3: Êîëåáàíèå òî÷êè x = l/4 . Ðèñ. 4: Êîëåáàíèå òî÷êè x = l/2 .

Ðèñ. 5: Óïðàâëåíèå u1(t) . Ðèñ. 6: Óïðàâëåíèå u2(t) .
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Ïðè ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó 2, áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåò-
ðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû: E = 210∗109 � ìîäóëü óïðóãîñòè ñòàëè; ρ∗ = 1000 � ïëîòíîñòü
âîäû; ρ0 = 7000 � ïëîòíîñòü ñòàëè; l = 1 ; R∗ = 0, 05 ; R0 = 0, 046 ; α = 0, 2 ; β = 0, 5.

Òàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå èññëåäîâàíà íà óïðàâëÿåìîñòü â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó òðóáîïðîâîäà. Ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
ïîñòðîåíû óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé òðó-
áîïðîâîäà. Òåì ñàìûì, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé òðóáîïðîâîäà ñ ïî-
ìîùüþ âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïðåäëîæåííàÿ â ñòàòüå ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ
ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äðóãèõ ìîäåëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó òðóáîïðîâîäà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 15-01-08599, � 15-41-02455ð ïîâîëæüå à.
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On control of dynamic of a pipeline

c⃝ P. A. Velmisov3, A. V. Gladun4

Abstract. The problem of control of a mechanical system, which is a hollow elastic rod with
a �uid or gas, �owing inside it (pipeline), is investigated. The feedback controls to provide the
asymptotic stability of the pipeline vibrations are constructed. The results of numerical simulation
of the behavior of the mechanical system under the action of constructed controls with given
parameters are presented.
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