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Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 533.6.013.42

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî
ýëåìåíòà ïðîòî÷íîãî êàíàëà
c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2, Þ. À. Òàìàðîâà3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà ïðè
ïðîòåêàíèè â êàíàëå äîçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ôóíêöèîíàëà, ïðè ýòîì
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷è-
âîñòè ïðîâåäåíî íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ïîñëåäóþùåé ðåàëèçàöèåé ÷èñëåí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà íà C++.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, äèíàìèêà, óñòîé÷èâîñòü, ïðîòî÷íûé êàíàë, óïðóãàÿ
ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, äîçâóêîâîé ïîòîê

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, óñòðîéñòâ, óñòàíîâîê, àï-
ïàðàòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, âîçíèêàåò ïðîáëåìà
îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è óâåëè÷åíèÿ ñðîêîâ ñëóæáû. Ïîäîáíûå
ïðîáëåìû ïðèñóùè ìíîãèì îòðàñëÿì òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, òàêîãî ðîäà çàäà÷è âîçíèêàþò
â àâèàðàêåòîñòðîåíèè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àíòåííûõ óñòàíîâîê, âûñîêèõ íàçåìíûõ ñîîðó-
æåíèé, ïðîòî÷íûõ êàíàëîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, ñîïåë ðåàêòèâíûõ äâèãà-
òåëåé, òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì) è ò.ä. Ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, èìååò èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ
ýëåìåíòîâ, òàê êàê âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê åå ïîòåðå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ïîòåðè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî óêàçàòü: ôëàòòåð êðûëà ñàìîëåòà, ïàíåëüíûé
ôëàòòåð ïëàñòèí è îáîëî÷åê, îáòåêàåìûõ ïîòîêîì, íàïðèìåð ôëàòòåð ïàíåëè îáøèâêè
ñàìîëåòà èëè ðàêåòû; ñðûâíîé ôëàòòåð ëîïàòîê òóðáèí è âèíòîâ; êîëåáàíèÿ ïðîâîäîâ,
äûìîâûõ òðóá, âèñÿ÷èõ ìîñòîâ è ò.ä.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõ-
íîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è
ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâêè äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó
îáðàáîòêè (ñì. [1]).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ è ò.ä., íàõîäÿùèõñÿ âî
âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîòîêîì ãàçà, íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì
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óñòîé÷èâîñòè, òðåáóåìîé äëÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàäåæíîñòè ýêñïëóàòàöèè. Ïðèíÿ-
òûå â ðàáîòå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóþò êîíöåïöèè óñòîé÷è-
âîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó ¾æèäêîñòü-òåëî¿ (îñíîâíûìè ïà-
ðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà, ïðî÷íîñòíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òåëà,
ñæèìàþùèå èëè ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ, ñèëû òðåíèÿ), ìàëûì äåôîðìàöèÿì òåë â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ò.å. ìàëûì íà÷àëüíûì îòêëîíåíèÿì îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ)
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå äåôîðìàöèè è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Áåëîöåðêîâñêî-
ãî Ñ.Ì., Ñêðèïà÷à Á.Ê., Òàáà÷íèêîâà Â.Ã., Ãðèãîëþêà Ý.È., Áîëîòèíà Â.Â., Âîëüìèðà
À.Ñ., Ëàìïåðà Ð.Å., Øàíäàðîâà Ë.Ã., Íîâè÷êîâà Þ.Í., Áèñïëèíãõîôôà Ð.Ë., Ýøëè Õ.,
Õàëôìàíà Ð.Ë., Ôûíà ß.Ö., Ôåðøèíãà Ã., Äîóýëëà Å.Õ., Ãîðøêîâà À.Ã., Èëüþøèíà À.À.,
Êèéêî È.À., Àëãàçèíà Ñ.Ä., Ìîâ÷àíà À.À., Äæ. Ìàéëñà, Ïàíîâêî ß.Ã., Ãóáàíîâà È.È.,
Èëüãàìîâà Ì.À., Êóäðÿâöåâà Á.Þ., Ìèíàñÿíà Ä.Ì., Ìîðîçîâà Â.È., Îâ÷èííèêîâà Â.Â.,
Ìîãèëåâè÷à Ë.È., Âåëüìèñîâà Ï.À. è äð. Ñðåäè ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé ïî äèíàìèêå è
óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäîâ è èõ ýëåìåíòîâ, ïðè ïðîòåêàíèè âíóòðè íèõ ïîòîêà æèäêîñòè
èëè ãàçà, ñëåäóåò îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ Ìîãèëåâè÷à Ë.È., Ïîïîâîé À.À., Ìîêååâà Â.Â.,
Åðøîâà Á.À., Áàðìåòîâà Þ.Ï., Äîáîäåé÷à È.À., Çâÿãèíà À.Â., Ñîêîëîâà Â.Ã., Áåðåçíåâà
À.Â., Paidoussis M.P. [2]�[8] è ìíîãèõ äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Ñðå-
äè ðàáîò àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, îòìåòèì ìîíîãðàôèè è ñòàòüè [9]�[26].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè
êàíàëà ïðè ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè (â ìîäåëè èäåàëü-
íîé ñæèìàåìîé ñðåäû). Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå,
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëûì âîçìóùåíèÿì îäíîðîäíîãî ïîòîêà è ìàëûì äåôîðìàöèÿì (ïðî-
ãèáàì) óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà. Ïðåäñòàâëåíî äâà ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ. Ïåðâûé
(àíàëèòè÷åñêèé) îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëà äëÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé: ïðîãèáà
óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè (ãàçà), ïðè ýòîì ïîëó-
÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.
Âòîðîé ìåòîä (÷èñëåííûé) èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óïðóãîãî ýëåìåíòà îñíîâàí íà ìåòîäå
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [27].

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìèêå è óñòîé÷è-
âîñòè ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîèçâîëüíî çàêðåïëåííûõ è ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåí-
íûõ íà îáåèõ ñòåíêàõ êàíàëà óïðóãèõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå òå÷åíèå â ïðÿìîëèíåéíîì êàíàëå J = {(x, y) ∈ R2 : 0 <
x < x0, 0 < y < y0} . Ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà ðàâíà V è íà-
ïðàâëåíà âäîëü îñè Ox . Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ñòåíêè y = y0 ïðè x ∈ [b, c] (Ðèñ.
2.1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) - ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà (óïðó-
ãîé ïëàñòèíû) ñòåíêè êàíàëà; ϕ(x, y, t) - ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî ïîòîêà.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Êàíàë, ñòåíêà êîòîðîãî ñîäåðæèò äåôîðìèðóåìûé ýëåìåíò.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a2(ϕxx + ϕyy), (x, y) ∈ J, t ≥ 0, (2.1)

ϕy(x, y0, t) = ẇ(x, t) + V w′(x, t), x ∈ (b, c), t ≥ 0, (2.2)

ϕy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0), t ≥ 0, (2.3)

ϕy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, x0], t ≥ 0, (2.4)

ϕ(0, y, t) = 0, ϕ(x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0), t ≥ 0, (2.5)

L(w) = −ρ(ϕt(x, y0, t) + V ϕx(x, y0, t)), x ∈ (b, c), t ≥ 0. (2.6)

L(w) ≡ Dw′′′′(x, t) + β2ẇ
′′′′(x, t) +Mẅ(x, t) +Nw′′(x, t) + β1ẇ(x, t) + β0w(x, t). (2.7)

w(b, t) = w′′(b, t) = w(c, t) = w′′(c, t) = 0, t ≥ 0, (2.8)

w(x, 0) = f1(x), x ∈ (b, c), (2.9)

ẇ(x, 0) = f2(x), x ∈ (b, c), (2.10)

ϕ(x, y, 0) = ψ1(x, y), (x, y) ∈ J, (2.11)

ϕt(x, y, 0) = ψ2(x, y), (x, y) ∈ J. (2.12)

Èíäåêñû x , y , t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x , y , t ; øòðèõ è òî÷êà -
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî; ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè èëè ãàçà â îäíî-
ðîäíîì íåâîçìóùåííîì ïîòîêå; D , M - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû;
N - ñæèìàþùàÿ (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùàÿ (N < 0 ) ïëàñòèíó ñèëà; β1 , β2 � êîýôôè-
öèåíòû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; β0 - êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ;
a -ñêîðîñòü çâóêà â íåâîçìóùåííîì ïîòîêå æèäêîñòè ( a > V ).

Óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó èäåàëüíîãî ãàçà (æèäêîñòè) â ìîäåëè ñæèìàåìîé
ñðåäû, (2.2)-(2.4) - óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ ñòåíîê êàíàëà, (2.5) - óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âîçìó-
ùåíèé â ãðàíè÷íûõ ñå÷åíèÿõ êàíàëà, óðàâíåíèå (2.6), (2.7) îïèñûâàåò äèíàìèêó óïðóãîãî
ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà, (2.8) - óñëîâèÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåí-
òà, (2.9)-(2.12) - íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
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3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.8) ϕ(x, y, t) ≡ 0 ,
w(x, t) ≡ 0 ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.9)-(2.12), ò.å. óñòîé÷èâîñòü
ïî Ëÿïóíîâó. Ââåäåì ôóíêöèîíàë:

Φ(t) =

∫∫
J

(ϕ2
t + (a2 − V 2)ϕ2

x + a2ϕ2
y) dxdy − 2a2V

c∫
b

ϕ(x, y0, t)w
′(x, t) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(Mẇ2 +Dw′′2 −Nw′2 + β0w
2) dx.

(3.1)

Äëÿ ôóíêöèé ϕ(x, y, t) è w(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (2.1) è (2.6), (2.7),
ïðîèçâîäíàÿ îò Φ ïî t ïðèìåò âèä:

Φ̇(t) = 2

∫∫
J

(
ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt

)
dxdy−

−2a2V

c∫
b

(ϕt(x, y0, t)w
′(x, t) + ϕ(x, y0, t)ẇ

′(x, t)) dx+
2a2

ρ

c∫
b

(ẇ[−ρ(ϕt(x, y0, t)+

+V ϕx(x, y0, y))−Dw′′′′ − β2ẇ
′′′′ −Nw′′ − β1ẇ − β0w] +Dw′′ẇ′′ −Nw′ẇ′ + β0wẇ) dx.

(3.2)
Ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.2)-(2.5), (2.8), ïîëó÷èì:

Φ̇(t) = −2a2

ρ

c∫
b

(β2ẇ
′′2 + β1ẇ

2) dx. (3.3)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

β2 ≥ 0, β1 ≥ 0, (3.4)

òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

Φ̇(t) ≤ 0 ⇒ Φ(t) ≤ Φ(0). (3.5)

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëà äëÿ ôóíêöèè w(x, t) çàïèøåì íåðàâåíñòâà Ðýëåÿ [28]:

c∫
b

w′′2(x, t) dx ≥ λ1

c∫
b

w′2(x, t) dx,

c∫
b

w′′2(x, t) dx ≥ µ1

c∫
b

w2(x, t) dx. (3.6)

x0∫
0

ϕ2
x dx ≥ η1

x0∫
0

ϕ2 dx, (3.7)

ãäå λ1 , µ1 - íàèìåíüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ψ′′′′(x) = −λψ′′(x) ,

ψ′′′′(x) = µψ(x) , x ∈ (b, c) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.8); η1 =
π2

x20
- íàèìåíüøåå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψ′′ = −ηψ , x ∈ (0, x0) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ψ(0) = 0 ,
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ψ(x0) = 0 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò (2.5). Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (3.7) îò 0 äî y0 ïî
ïåðåìåííîé y , ïîëó÷èì∫∫

J

ϕ2
x(x, y, t) dxdy ≥ π2

x20

∫∫
J

ϕ2(x, y, t) dxdy. (3.8)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà: x∫
b

w′(x, t) dx

2

≤
x∫
b

12 dx

x∫
b

w′2(x, t) dx ≤
c∫
b

12 dx

c∫
b

w′2(x, t) dx,

(w(x, t)|xb )
2 ≤ (x|cb)

c∫
b

w′2 dx, w2(x, t) ≤ (c− b)

c∫
b

w′2(x, t) dx.

(3.9)

∫∫
J

ϕ2
y dxdy ≥ 2

y20

∫∫
J

(ϕ(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2 dxdy. (3.10)

Îöåíèì Φ(0) ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.6) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî −2ab ≤
≤ a2 + b2 :

Φ(0) ≤
∫∫
J

(
ϕ2
t0 +

(
a2 − V 2

)
ϕ2
x0 + a2ϕ2

y0

)
dxdy + a2

c∫
b

ϕ2(x, y0, 0) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′2

0

)
dx.

(3.11)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ϕt0 = ϕt(x, y, 0) , ϕx,0 = ϕx(x, y, 0) , ϕy0 = ϕy(x, y, 0) , ẇ0 =
= ẇ(x, 0) , w0 = w(x, 0) , w′

0 = w′(x, 0) , w′′
0 = w′′(x, 0) .

Îöåíèì Φ(t) ñíèçó, ïðèìåíÿÿ (3.6), (3.8), (3.10) äëÿ (3.1):

Φ(t) ≥
∫∫
J

(
ϕ2
t +

(
a2 − V 2

) π2

x20
ϕ2 +

a2

y20
(ϕ(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy−

−2a2V

c∫
b

ϕ(x, y0, t)w
′(x, t) dx+

a2

ρ

c∫
b

(λ1D −N)w′2 dx.

(3.12)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

f(x, t) =


0, x ∈ (0, b],
w′(x, t), x ∈ (b, c),
0, x ∈ [c, x0),

òîãäà èç (3.12) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

Φ(t) ≥
∫∫
J

[
ϕ2
t (x, y, t) +

(
(a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

a2

y20

)
ϕ2(x, y, t)−

−4a2

y20
ϕ(x, y0, t)ϕ(x, y, t) +

2a2

y20
ϕ2(x, y0, t)−

2a2V

y0
ϕ(x, y0, t)f(x, t)+

+
a2(λ1D −N)

ρy0
f 2(x, t)

]
dxdy.

(3.13)
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ϕ(x, y, t) ,
ϕ(x, y0, t) , f(x, t) â (3.13) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

λ1D −N > 0. (3.14)

λ1D −N

ρy0
· 2(a

2 − V 2)π2

x20
− V 2

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20

)
> 0. (3.15)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.15):

N < λ1D − V 2x20ρy0
2(a2 − V 2)π2

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20

)
. (3.16)

Îöåíèâàÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â (3.13) îòíîñèòåëüíî w(x, t) ñ ó÷åòîì (3.9), ïîëó÷èì:

Φ(t) ≥ ∆3y0
∆2(c− b)

w2(x, t), (3.17)

ãäå ∆2 = d11d22 − d212 > 0 , ∆3 = d33∆2 − d223d11 > 0 , d11 =
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20
, d22 = d12 =

2a2

y20
, d23 =

V

y20
, d33 =

a2(λ1D −N)

ρy0
.

Ó÷èòûâàÿ (3.5), (3.11), (3.17), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

w2(x, t) ≤ ∆2(c− b)

∆3y0

∫∫
J

(ϕ2
t0 + (a2 − V 2)ϕ2

x0 + a2ϕ2
y0) dxdy+

+a2
c∫
b

ϕ2(x, y0, 0) dx+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′2

0

)
dx,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.4), (3.14), (3.16). Òîãäà ðåøåíèå
w(x, t) çàäà÷è (2.1)-(2.8) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ
ϕt0 , ϕx0 , ϕy0 , ϕ(x, y0, 0) , ẇ0 , w

′′
0 .

4. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Ðàçîáüåì: îòðåçîê [0, x0] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè xi = hxi , i = 0, 1, . . . , n , ãäå hx =
x0
n
;

îòðåçîê [0, y0] - íà m ÷àñòåé òî÷êàìè yj = hyj , j = 0, 1, . . . ,m , ãäå hy =
y0
m
; îòðåçîê

[0;T ] - íà K ÷àñòåé òî÷êàìè tk = htk , k = 0, 1, . . . , K , ãäå ht =
T

K
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ϕ(xi, yj, tk) = ϕijk , w(xi, tk) = wik .
Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé è óñëîâèé (2.1)-(2.12) èìååò âèä

ϕijk+1 − 2ϕijk + ϕijk−1

h2t
+ 2V

ϕi+1jk − ϕijk − ϕi+1jk−1 + ϕijk−1

hxht
+ V 2ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
=

= a2
(
ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
+
ϕij+1k − 2ϕijk + ϕij−1k

h2y

)
;

(4.1)
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ϕimk+1 − ϕim−1k+1

hy
=
wik+1 − wik

ht
+ V

wi+1k − wik
hx

, i ∈ (ib, ic); (4.2)

ϕimk+1 − ϕim−1k+1

hy
= 0, i ∈ (0, ib] ∪ [ic, n); (4.3)

ϕi0k = ϕi1k; (4.4)

ϕ0jk = 0; (4.5)

ϕnjk = 0; (4.6)

−ρ
(
ϕimk − ϕimk−1

ht
+ V

ϕi+1mk − ϕimk
hx

)
=
D

h4x
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k)+

+
β2
h4xht

(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k − wi+2k−1 + 4wi+1k−1 − 6wik−1 + 4wi−1k−1−

−wi−2k−1) +
M

h2t
(wik+1 − 2wik + wik−1) +

N

h2x
(wi+1k − 2wik + wi−1k) +

β1
ht

(wik − wik−1) + β0wik,

i ∈ (ib, ic);
(4.7)

wibk+1 = 0, wick+1 = 0; (4.8)

wib+1k+1 =
1

2
wib+2k+1; wic−1k+1 =

1

2
wic−2k+1; (4.9)

wi0 = f1(xi), i ∈ (ib, ic) ; (4.10)

wi1 − wi0
ht

= f2(xi), i ∈ (ib, ic) ; (4.11)

ϕij0 = ψ1(xi, yj); (4.12)

ϕij1 − ϕij0
ht

= ψ2(xi, yj) ⇒ ϕij1 = ψ1(xi, yj) + htψ2(xi, yj). (4.13)

5. Ñîãëàñîâàíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ôóíêöèè f1(x) , f2(x) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.8):

f1(b) = f ′′
1(b) = f1(c) = f ′′

1(c) = 0 (5.1)

f2(b) = f ′′
2(b) = f2(c) = f ′′

2(c) = 0 (5.2)

Ôóíêöèè ψ1(x, y) , ψ2(x, y) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.4)-(2.5):

ψ1y(x, 0) = 0, x ∈ (0, x0), (5.3)

ψ2y(x, 0) = 0, x ∈ (0, x0), (5.4)

ψ1(0, y) = 0, ψ1(x0, y) = 0, y ∈ (0, y0), (5.5)

ψ2(0, y) = 0, ψ2(x0, y) = 0, y ∈ (0, y0). (5.6)

Ôóíêöèè f1(x) , f2(x) , ψ1(x, y) , ψ2(x, y) äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
óñëîâèåì (2.2)-(2.3) è óðàâíåíèåì (2.6),(2.7). Èç óðàâíåíèÿ (2.6),(2.7) ïîëó÷èì:

−ρ(ϕt(x, y0, 0) + V ϕx(x, y0, 0)) = Dw′′′′(x, 0) + β2ẇ
′′′′(x, 0) +Mẅ(x, 0) +Nw′′(x, 0)+

+β1ẇ(x, 0) + β0w(x, 0).
(5.7)
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Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.2)-(2.3), íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ñòåíêè

ẅ(x, 0) = ϕyt(x, y0, 0)− V ẇ′(x, 0) (5.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.8) â (5.7), ïîëó÷èì

−ρ(ϕt(x, y0, 0) + V ϕx(x, y0, 0))−Mϕyt(x, y0, 0) = Dw′′′′(x, 0) + β2ẇ
′′′′(x, 0)−

−MV ẇ′(x, 0) +Nw′′(x, 0) + β1ẇ(x, 0) + β0w(x, 0)

Ñëåäîâàòåëüíî

−ρ(ψ2(x, y0) + V ψ1x(x, y0))−Mψ2y(x, y0) = Df1
′′′′(x) + β2f2

′′′′(x)−
−MV f2

′(x) +Nf1
′′(x) + β1f2(x) + β0f1(x)

(5.9)

Ñîãëàñíî (2.2)-(2.3), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ψ1y(x, y0) = f2(x) + V f1
′(x), x ∈ (b, c) (5.10)

ψ1y(x, y0) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0). (5.11)

6. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

1) Çàäàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
wi0 = f1(xi) , wi1 = f1(xi) + htf2(xi) , i = 0, 1, . . . , n ,
ϕij0 = ψ1(xi, yj) , ϕij1 = ψ1(xi, yj) + htψ2(xi, yj) , i = 0, 1, . . . , n , j = 0, 1, . . . ,m ;
2) Èç óðàâíåíèÿ (4.1) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà

ϕijk+1 = 2ϕijk − ϕijk−1 + h2ta
2

(
ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
+
ϕij+1k − 2ϕijk + ϕij−1k

h2y

)
−

−2h2tV
ϕi+1jk − ϕijk − ϕi+1jk−1 + ϕijk−1

hxht
− V 2h2t

ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x

i = 1, . . . , n− 1 , j = 1, . . . ,m− 1 ;
3) Èç óñëîâèé (4.4)-(4.6) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
ϕi0k+1 = ϕi1k+1 , ϕ0jk+1 = 0 , ϕnjk+1 = 0 , i = 1, . . . , n− 1 , j = 0, . . . ,m− 1 ;
4) Èç óðàâíåíèÿ (4.7) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà

wik+1 =
h2t
M

[
−ρ
(
ϕimk − ϕimk−1

ht
+ V

ϕi+1mk − ϕimk
hx

)
− D

h4x
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik−

−4wi−1k + wi−2k) +
β2

h4xht
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k − wi+2k−1 + 4wi+1k−1−

−6wik−1 + 4wi−1k−1 − wi−2k−1)−
M

h2t
(wik−1 − 2wik)−

N

h2x
(wi+1k − 2wik + wi−1k)−

−β1
ht

(wik − wik−1)− β0wik

]
, i = ib + 2, . . . , ic − 2;

5) Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.8)-(4.9), íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà â ãðà-
íè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [b, c]

wibk+1 = 0 , wick+1 = 0 , wib+1k+1 =
1

2
wib+2k+1 , wic−1k+1 =

1

2
wic−2k+1 ;

6) Èç óñëîâèé (4.2)-(4.3) íàõîäèì

ϕimk+1 = ϕim−1k+1 + hy
wik+1 − wik

ht
+ V hy

wi+1k − wik
hx

, i ∈ [ib, ic] ,

ϕimk+1 = ϕim−1k+1 , i ∈ (0, ib) ∪ (ic, n) .
Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïóíêòà 2 ïî 6 äëÿ k = 1, 2, . . . , K − 1 .
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7. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ââåäåì ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (5.1)-(5.2), íàïðèìåð:

f1(x) = 0, f2(x) = sin
π(x− b)

b− c
.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (5.10), (5.11), ôóíêöèÿ ψ1y(x, y0) ïðèìåò âèä:

ψ1y(x, y0) =

 0, x ∈ (0, b) ∪ (c, x0),

sin
π(x− b)

b− c
, x ∈ [b, c].

(7.1)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (7.1), (5.3), (5.5) ôóíêöèþ ψ1(x, y) ìîæíî âçÿòü â âèäå

ψ1(x, y) =

 0, x ∈ (0, b) ∪ (c, x0),
y2

2y0
sin

π(x− b)

b− c
, x ∈ [b, c].

Óñëîâèÿ (7.1), (5.3), (5.5) âûïîëíÿþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ (5.9), çàäàäèì ψ2(x, y) â âèäå

ψ2(x, y) =



− cos
πy

y0

(M − ρ)πV

ρ(b− c)
sin

πx

2b
, x ∈ (0, b),

−1

ρ
cos

πy

y0

[
(M − ρ)πV

ρ(b− c)
cos

π(x− b)

(b− c)
−
(
β1 +

β2π
4

(b− c)4

)
sin

π(x− b)

b− c

]
, x ∈ [b, c],

− cos
πy

y0

(M − ρ)πV

ρ(b− c)
sin

π(x− x0)

2(c− x0)
, x ∈ (c, x0)

Óñëîâèÿ (5.4), (5.6) âûïîëíÿþòñÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàáî÷àÿ ñðåäà - âîçäóõ ( ρ = 1 ), ïëàñòèíà

èçãîòîâëåíà èç àëþìèíèÿ (E = 7 · 1010 , ρïë = 8480 ). Âûáåðåì ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû: x0 = 20 , b = 10 , c = 11 , y0 = 1 , h = 0, 005 , M = ρïëh = 42, 4 , ν = 0, 31 ,

D =
Eh3

12(1− ν2)
, V = 5 , a = 331 , β0 = 4 , β1 = 0, 4 , β2 = 0, 4 . Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â

ñèñòåìå ÑÈ.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (3.16) äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ (λ1 =
π2

(c− b)2
=

π2) ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 7.1 ñåðûì öâå-
òîì) íà ïëîñêîñòè ¾óñèëèå N - ñêîðîñòü ïîòîêà V ¿ (ðèñ. 7.1). Íà ðèñóí-
êå 7.1à: V ∈ [0, 30] , íà ðèñóíêå 7.1á: V ∈ [0, a] , ãäå a - ñêîðîñòü çâóêà.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà ïðîòî÷íîãî êàíàëà 103

Ð è ñ ó í î ê 7.1

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (V,N) .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî àëãîðèòìà, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé íà
ÿçûêå C++, ïîëó÷åíû äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t) ïðè x ∈
∈ [b; c] , t = t0 è ïðè x∗ = (b+c)/2 , t ∈ [0; 2, 5] ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ N . Ïðè ðåàëèçàöèè
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî ââåäåíî ðàçáèåíèå n = 400 , m = 100 , K = 100000 .

1) N = −10000

Ð è ñ ó í î ê 7.2

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

2) N = 6000

Ð è ñ ó í î ê 7.3

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .
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3) N = 9790

Ð è ñ ó í î ê 7.4

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

Ðèñóíêè 7.2, 7.3 ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîñòè, à ðèñóíîê 7.4 - íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáà-
íèé óïðóãîãî ýëåìåíòà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîãëàñóþòñÿ ñ íåðàâåíñòâîì
(3.16).

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà (â ýòîì ñëó÷àå λ1 =
4π2

(c− b)2
= 4π2 ). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 7.5 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t)

ïðè x ∈ [b; c] , t = t0 è ïðè x∗ = (b+ c)/2 , t ∈ [0; 2, 5] ïðè N = 9790 .

Ð è ñ ó í î ê 7.5

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 7.4, 7.5 âèäíî, ÷òî ïðè N = 9790 â ñëó÷àå æåñòêîãî çàêðåïëå-
íèÿ íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé óïðóãîãî ýëåìåíòà, â òî æå âðåìÿ äëÿ øàðíèð-
íîãî çàêðåïëåíèÿ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà êàíàëà ïðè ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêî-
âîãî ïîòîêà èäåàëüíîé æèäêîñòè (ãàçà). Óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü
îäíîðîäíîãî ïîòîêà, ñæèìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) ýëåìåíò óñèëèÿ, èçãèáíóþ æåñòêîñòü
óïðóãîãî ýëåìåíòà è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà ïðîòî÷-
íîãî êàíàëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ �2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �15-01-08599.
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Research on dynamics and stability of an elastic element of
the �ow channel
c⃝ A. V. Ankilov4, P. A. Velmisov5, Ju. A. Tamarova6

Abstract. Dynamics and stability of an elastic element of a wall of a �ow channel with a subsonic
stream of gas or liquid in it is investigated. Analytical research on stability is conducted on the
basis of creation of positive-de�nite functional. The su�cient stability conditions are obtained.
Numerical research of dynamics and stability is conducted on the basis of �nite di�erence method
with subsequent realization of numeral experiment on C++.
Key Words: aerohydroelasticity, dynamics, stability, �ow channel, elastic plate, deformation,
subsonic �ow
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