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ÓÄÊ 534.113

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòåé ÷àñòîò êîëåáàíèé ó÷àñòêà

òðóáîïðîâîäà îò õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè

c⃝ Ã. Ô. Ñàôèíà1

Àííîòàöèÿ. Ïðè ðàçëè÷íûõ çàêðåïëåíèÿõ ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà ñ æèäêîñòüþ èññëåäîâà-
íû çàâèñèìîñòè ÷àñòîò åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ æèäêîñòè, à òàêæå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ÷àñòîòû êî-
ëåáàíèé ó÷àñòêà òðóáû óìåíüøàþòñÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, òàáëèöû, ïîñòðîåíû ãðàôèêè
çàâèñèìîñòåé, ÷àñòîòíûå ãîäîãðàôû ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ çàêðåïëåíèé ó÷àñòêà òðóáû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáîïðîâîä ñ æèäêîñòüþ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé, çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðè-
ñòèêè æèäêîñòè, ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, ñêîðîñòü, ÷àñòîòíûå ãîäîãðàôû

1. Ââåäåíèå

Êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäà ñ æèäêîñòüþ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð,
[1]�[6]). Òàê, â [1] ïî ìåòîäó Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà áûëè íàéäåíû ïåðâûå äâà ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèÿ äëÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ óðàâíåíèåì (2.1) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè w = ∂2w/∂x2 = 0 íà
êîíöàõ òðóáû. Â ðàáîòå [2] â ñëó÷àå, êîãäà íå ó÷èòûâàåòñÿ âíóòðåííåå äàâëåíèå ( p0 = 0 ),
èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü òîíîâ êîëåáàíèé îò ñêîðîñòè ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàùåìëå-
íèÿ ïî êîíöàì òðóáû è øàðíèðíûõ åå îïèðàíèÿõ. Â îòëè÷èå îò ýòîé ðàáîòû, â íàñòîÿùåé
ðàáîòå èññëåäîâàíî âëèÿíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé ó÷àñòêà
òðóáû ìåæäó åå çàêðåïëåíèÿìè íå òîëüêî ïðè çàäåëêå è øàðíèðíîì îïèðàíèè, íî è ïðè
äðóãèõ, â òîì ÷èñëå è óïðóãèõ, âèäàõ çàêðåïëåíèé. Êðîìå òîãî, ó÷òåíî âíóòðåííåå äàâ-
ëåíèå æèäêîñòè (ñëó÷àé p0 ̸= 0 ). Ïîñòðîåíû òàêæå ÷àñòîòíûå ãîäîãðàôû ïðè ðàçëè÷íûõ
âèäàõ çàêðåïëåíèé ó÷àñòêà òðóáû.

2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ ó÷àñòêà òðóáû ñ æèä-
êîñòüþ

Óðàâíåíèå ìàëûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ èìååò âèä [1] �
[3]:
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Çäåñü

I =
π

4
(r4 − r41), m = π (r2 − r21 )ρ, m̃ = π r21 ρ0,

ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè òðóá÷àòîãî ñå÷åíèÿ, EI � æåñòêîñòü òðóáû, p0 � êðèòè÷å-
ñêîå âíóòðåííåå äàâëåíèå, m è m̃ � ìàññû òðóáû è æèäêîñòè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó
äëèíû l òðóáû, r è r1 � ðàäèóñû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, V0 �
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà òðóáû, ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêî-
ñòè.

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè Íåôòåêàìñêîãî
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Íàïîìíèì íåîáõîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò [6].

Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ x̃ = x/l, w̃ = w/r, t̃ = t/τ , ãäå τ =

l2(m+m̃
E I

)1/2 , è âûðàæåíèÿ ïðîãèáà ê çàäà÷å â âèäå w̃(x̃, t̃) = X(x̃) ei ω t̃, óðàâíåíèå (2.1)
ïðèìåò âèä îáûêíîâåííîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 4 ïîðÿäêà ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

X(4) + aX ′′ + 2b i ωX ′ − ω2X = 0, (2.2)

â êîòîðîì

a =
m̃ l2

E I

(
p0
ρ0

+ V 2
0

)
; b =

m̃ V0 l

(E I (m+ m̃))1/2
.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.2) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Xj = Xj(x̃, ω) = eλj x̃, j = 1, 2, 3, 4, (2.3)

ãäå λj = λj(ω) � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû
áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîòîðûé ó÷èòûâàåò çàäåëêó, ñâîáîäíîå îïèðàíèå, ñâîáîäíûé êîíåö,
ïëàâàþùóþ çàäåëêó, ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ òðóáîïðîâîäà, êðàåâûå óñëî-
âèÿ êàê èçâåñòíî [5] ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

U1(X) = a1X(0) + a4X
′′′(0) = 0, U2(X) = a2X

′(0) + a3X
′′(0) = 0,

U3(X) = b1X(1) + b4X
′′′(1) = 0, U4(X) = b2X

′(1) + b3X
′′(1) = 0.

(2.4)

Óðàâíåíèå ÷àñòîò ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðå-
äåëèòåëÿ ∆(ωk) . Ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáà � æèäêîñòü) è êðàåâûõ
óñëîâèÿõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ
∆(ωk) = 0 .

3. Âëèÿíèå íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ó÷àñòêà òðóáîïðî-
âîäà ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ æèäêîñòè

Èññëåäóåì âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû òàêèõ ïàðàìåòðîâ
æèäêîñòè, êàê äàâëåíèå, ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò
èçìåíåíèÿ âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â òðóáîïðîâîäå ïðè óñëîâèè íå ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè
(ò.å. ïðè V0 = 0 ) . Â ýòîì ñëó÷àå â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (2.2) êîýôôèöèåíò
b = 0 . Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (òðóáà - æèäêîñòü):

r1 = 0.0095ì, r = 0.01ì, l = 5ì, ρ = 2.7 · 103 êã/ì3,

V0 = 0ì/ñ, ρ0 = 103 êã/ì3, E = 6.9 · 109H/ì2.
(3.1)

Çäåñü â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà òðóáû ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòàëëîïëàñòèê, à â êà÷åñòâå æèäêî-
ñòè � âîäà. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p0 , êîòîðîå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ðàçðûâó òðóáû. Ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [4]

pmax = σ (r − r1)/r. (3.2)

Äëÿ ïðèíÿòûõ âûøå ïàðàìåòðîâ r − r1 = 5 · 10−4 ì , σ = 1800 · 105H/ì2 çíà÷åíèå ìàê-
ñèìàëüíî äîïóñòèìîãî äàâëåíèÿ ðàâíî pmax = 90 · 105H/ì2 .
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Ïîñòàâèì ê óðàâíåíèþ (2.2) êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå

U1(X) = X(0)−X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) +X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0.

(3.3)

Ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ îçíà÷àþò óïðóãèå çàêðåïëåíèÿ îáîèõ êîíöîâ òðóáû ïðóæèíàìè ñ
îòíîñèòåëüíûìè æåñòêîñòÿìè, ðàâíûìè åäèíèöå. Áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ, ìåíÿÿ äàâëåíèå p0 , êîòîðîå îêàçûâàåò æèäêîñòü
íà ñòåíêè òðóáû, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû íåèçìåííûìè. Êàê èçìåíÿòñÿ
ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû?

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ∆(ωk) = 0 ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (3.1) è êðàåâûõ
óñëîâèÿõ (3.3) ðàññìîòðèì íà äèàãðàììàõ è òàáëèöàõ.

Íà ðèñóíêå 1 (à) äàíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé
òðóáû îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ,
ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω1 óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñóíêå 1 (á) ïîäîáíàÿ çà-
âèñèìîñòü ðàññìîòðåíà äëÿ âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà.

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïåðâîé (à), âòîðîé (á) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé îò äàâëåíèÿ

æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.2), (3.3) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

Òàêîå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ íå òîëüêî ïåðâûõ äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, íî è âñåãî ñïåê-
òðà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïÿòè ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû, ñîîòâåòñòâóþùèå óâåëè÷èâàþùèìñÿ çíà÷åíèÿì âíóòðåííåãî
äàâëåíèÿ æèäêîñòè â òðóáå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âûøå çàäà÷è.

Òàáëèöà 4: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò äàâëåíèÿ æèäêîñòè äëÿ
çàäà÷è (2.2), (3.3) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5, ñ
−1

p0 = 2.9 · 105H/ì2 21.82 60.92 120.08 199.00 297.67

p0 = 5 · 105H/ì2 21.39 60.35 119.46 198.35 297.00

p0 = 10 · 105H/ì2 20.35 58.00 118.00 198.83 295.44

p0 = 20 · 105H/ì2 18.04 56.14 114.99 193.71 292.25

p0 = 31.3 · 105H/ì2 15.03 52.78 111.53 190.18 288.66
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáà-
æèäêîñòü). Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ
ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû íå òîëüêî ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ òðóáû, íî è ïðè
äðóãèõ âèäàõ çàêðåïëåíèé (ñâîáîäíûõ îïîðàõ, ïëàâàþùèõ çàäåëêàõ è ò. ï.). Íà ðèñóíêå
2 (à, á), íàïðèìåð, ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðâîé è âòîðîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé
òðóáû îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè ïðè øàðíèðíûõ îïîðàõ òðóáû

U1(X) = X(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0

(3.4)

è ïðè ïàðàìåòðàõ

r1 = 0.01ì, r = 1.08 r1, l = 1ì, ρ = 7.8 · 103 êã/ì3,

V0 = 0ì/ñ, ρ0 = 103 êã/ì3, E = 2 · 1011H/ì2 (3.5)

ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü). Ïàðàìåòðû (3.5) îïðåäåëÿþò â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà òðóáû �
ñòàëü, â êà÷åñòâå æèäêîñòè � âîäó. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ðàçðûâó òðóáû ðàâíî pmax = 422 · 105H/ì2 (ïðè r − r1 = 8 · 10−4 ì è σ =
5700 · 105H/ì2 ).

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïåðâîé (à), âòîðîé (á) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îò äàâëåíèÿ æèäêîñòè äëÿ

çàäà÷è (2.2), (3.4) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.5) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé
òðóáû îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå.

Èññëåäóåì òåïåðü âëèÿíèå íà ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ïëîòíîñòè æèäêîñòè.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.2), (3.3) ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû

r1 = 0.0095ì, r = 0.01ì, l = 5ì, ρ = 7.8 · 103 êã/ì3,

V0 = 5ì/ñ, E = 2 · 1011H/ì2, p0 = 1.78 · 105H/ì2.
(3.6)

Áóäåì âû÷èñëÿòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè æèä-
êîñòè è íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ïî ðåøåíèÿì ïðÿìûõ çàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðóåì ñíîâà íà ãðàôèêàõ è òàáëèöàõ. Äëÿ óêàçàí-
íîé âûøå çàäà÷è íà ðèñóíêå 4 (à) ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ïåðâîé ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòû ω1 êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ρ0 ïëîòíîñòè æèäêîñòè.
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Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè æèäêîñòè ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòî-
òà êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà óìåíüøàåòñÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óâåëè÷åíèå ïëîò-
íîñòè æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ íå òîëüêî ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé
òðóáîïðîâîäà, íî è âñåõ çíà÷åíèé èç ñïåêòðà ÷àñòîò åãî êîëåáàíèé.

Çàâèñèìîñòü ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû îò ïëîòíîñòè æèäêîñòè (à) è

èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïåðâûõ òðåõ òîíîâ êîëåáàíèé òðóáû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè

æèäêîñòè (á)

Íà ðèñóíêå 4 (á), íàïðèìåð, ðàññìîòðåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ òðåõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ïîòîêà æèäêîñòè. Çäåñü
ðÿäó 1 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðâûõ òðåõ ÷àñòîò ïðè ρ0 = 0.71 · 103 êã/ì3 , ðÿäó 2 �
ïðè ρ0 = 13.6 · 103 êã/ì3 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî óâåëè÷åíèå êàê äàâëåíèÿ, òàê è ïëîòíîñòè æèäêîñòè
âåäóò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ÷àñòîò êîëåáàíèé ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà.

4. Çàâèñèñìîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà îò ñêî-
ðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè

Èññëåäóåì òåïåðü çàâèñèìîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé ó÷àñòêà òðóáû îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèä-
êîñòè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ óðàâíåíèåì (2.2) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U1(X) = X(0)− 3X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) + 3X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0,

(4.1)

êîòîðûå îçíà÷àþò óïðóãèå çàêðåïëåíèÿ îáîèõ êîíöîâ òðóáû ïðóæèíàìè ñ îòíîñèòåëüíû-
ìè æåñòêîñòÿìè íà èçãèá, ðàâíûìè òðåì. Ïóñòü èìåþòñÿ ïàðàìåòðû (3.5) ñèñòåìû ïðè
äàâëåíèè æèäêîñòè p0 = 170 · 105H/ì2 .

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè íà ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé òðó-
áû ïðè íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè V0 ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû.

Èçâåñòíî [2], ÷òî åñëè ¾äëÿ êàêîé-ëèáî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ,
è îäíîâðåìåííî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òî ýòî îòâå÷àåò ïîðîãó äèâåðãåíöèè,
ò.å. íàëè÷èþ ñòàòè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè¿. Èññëåäóÿ èçìåíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé è
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ìíèìîé ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωj ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ïîðîã ôëàòòåðà äëÿ äàí-
íîé óïðóãîé ñèñòåìû.

Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ Reωj è Imωj äëÿ ïåðâûõ òðåõ òîíîâ êîëåáàíèé
ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.2), (4.1) ïðè ïàðàìåò-
ðàõ ñèñòåìû (3.1) è âíóòðåííåì äàâëåíèè æèäêîñòè p0 = 0.5 · 103H/ì2 . Íà îñè îðäèíàò
ðèñóíêà 3 (à) îòëîæåíû çíà÷åíèÿ Re ωj ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü) ïðè óïðóãèõ çàêðåï-
ëåíèÿõ (4.1) â îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ω1 = 21.203 , ω2 = 61.502 , ω3 = 120.729 .

×àñòîòíûå ãîäîãðàôû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.2), (4.1) ïðè

ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

Îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòîòíûõ ãîäîãðàôàõ ðèñóíêà 3 ïîäðîáíåå. Âèäèì, ÷òî óâåëè÷åíèå
ñêîðîñòè V0 ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ïðè äî-
ñòèæåíèè çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè V0 = 9.4ì/ñ íàõîäèì, ÷òî Reω1 = 0 (òî÷êà A ), êðîìå òîãî
ïî ðèñóíêó 3 (á) çíà÷åíèå Imω1 = 0 (òî÷êà A1 ). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîðîã äèâåð-
ãåíöèè äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé ω1 , (òî÷êè A è A1 ). Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè
ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ìîæíî îòìåòèòü íà îñè àáñöèññ òî÷êè, îòâå÷àþùèå ïîðîãó äè-
âåðãåíöèè äëÿ âòîðîé ôîðìû (òî÷êè B è B1 ) è òðåòüåé ôîðìû (C è C1 ) êîëåáàíèé
òðóáû.

Äàëüíåéøåå æå óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà çà òî÷êîé B ïðèâîäèò ê ôëàòòåðó, îáú-
åäèíÿþùåìó ïåðâóþ è âòîðóþ ôîðìû êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû èìååì êëàññè-
÷åñêèé ôëàòòåð äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè.
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωj ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ÷òî è îòðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 3 (á).

Åñëè, êàê è â ðàáîòå [2], ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü u (ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì
âíóòðåííåå äàâëåíèå p0 æèäêîñòè ðàâíûì íóëþ), òî äëÿ òðóáû ñ çàùåìëåííûìè êîíöà-
ìè è íà ñâîáîäíûõ îïîðàõ ïîëó÷àþòñÿ òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è â óêàçàííîé ðàáîòå. À
èìåííî, äëÿ òðóáû ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ïîðîã äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîãî òîíà êî-
ëåáàíèé îòâå÷àåò çíà÷åíèþ u = 2π , à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå u , ÷óòü
ìåíüøåé 3π . Ïðè÷åì ïðè îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ æèäêîñòè èìååì ω1 = 22.373 , ω2 = 61.673 ,
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ω3 = 120.903 , ÷òî îòâå÷àåò êâàäðàòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è äëÿ
áàëêè ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè [5].

Äëÿ òðóáû æå êàê áàëêè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êîíöàìè ïîðîã äèâåðãåíöèè îòâå÷àåò
çíà÷åíèÿì u = π j , ãäå j = 1, 2, 3 è ò.ä., à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóò âåëè÷èíå u ,
íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåé 2π .

Îáðàòíûå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ
ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ àíàëîãè÷íû ïîäîáíîé çàâèñèìîñòè ïðè çàùåìëåíÿõ è øàð-
íèðíûõ îïîðàõ óêàçàííîé âûøå ðàáîòû ñ ðàçíèöåé â çíà÷åíèÿõ ïîðîãîâ äèâåðãåíöèé è
ôëàòòåðà. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (2.2), (4.1) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû èìååì: ïîðîã
äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå u , ÷óòü áîëüøåé 2π ,
à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò u , íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåé 3π .

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â èññëåäîâàíèÿõ ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáî-
ïðîâîäà ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ òðóáû ïðóæèíàìè ñ äðóãèìè îòíîñèòåëüíûìè æåñò-
êîñòÿìè íà èçãèá.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ
óïðóãèõ çàêðåïëåíèé ïîðîãè äèâåðãåíöèè îòâå÷àþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì u áåçðàçìåð-
íîé ñêîðîñòè: 2 π < u < 3π � ïîðîã äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû,
3 π < u < 4π � äëÿ âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, 4π < u < 5 π � äëÿ òðåòüåé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû è ò.ä.; ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ u , íåñêîëüêî ïðåâû-
øàþùåé 3π .

Ïðîâåäåíû òàêæå èññëåäîâàíèÿ ïî âëèÿíèþ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè íà ñïåêòð ÷à-
ñòîò êîëåáàíèé òðóáû ïðè òàêèõ çàêðåïëåíèÿõ, êàê ñâîáîäíûå îïîðû, çàäåëêè. Ïîëó÷åíî,
÷òî è ïðè ýòèõ âèäàõ çàêðåïëåíèé óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøå-
íèþ çíà÷åíèé ôîðì êîëåáàíèé òðóáû. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 4 (à, á) ïðèâåäåíû ÷àñòîòíûå
ãîäîãðàôû äëÿ òðóáû ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè

U1(X) = X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0

(4.2)

ïðè ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü).
Çäåñü òî÷êàìè A è A1, B è B1, C è C1 îòìå÷åíû ïîðîãè äèâåðãåíöèè ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ôîðì êîëåáàíèé. Ýòèì æå ïîðîãàì îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè V0 = 4.1ì/ñ , V0 = 7.5ì/ñ , V0 = 11.3ì/ñ .
Ôëàòòåðó, îáúåäèíÿþùåìó ïåðâóþ è âòîðóþ ôîðìû êîëåáàíèé îòâå÷àåò ñêîðîñòü V0 =
7.5ì/ñ .
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×àñòîòíûå ãîäîãðàôû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.2), (4.2) ïðè

ïàðàìåòðàõ (3.1) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

Åñëè æå óâåëè÷èâàòü îäíîâðåìåííî ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè è ïëîòíîñòü, òî òåìï
ïàäåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé áóäåò ðåç÷å. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (2.2), (3.3) ïðè ïàðàìåò-
ðàõ ñèñòåìû (3.6) áóäåì óâåëè÷èâàòü íå òîëüêî ïëîòíîñòü æèäêîñòè, íî è åå ñêîðîñòü.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðÿìûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 5: Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè
ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.2), (3.3) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.6) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü)

ω1 ω2 ω3

ρ0 = 0.71 · 103 êã/ì3, V0 = 1ì/ñ 20.92 59.94 119.05

ρ0 = 1.59 · 103 êã/ì3, V0 = 10ì/ñ 18.82 57.56 116.89

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ïðè ëþáûõ çàêðåïëåíèÿõ êîí-
öîâ òðóáîïðîâîäà âåäåò ê óìåíüøåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàíî âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè íà ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé
ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çàêðåïëåíèÿõ òðóáîïðîâîäà óâåëè-
÷åíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè, êàê äàâëåíèå, ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè, ïëîòíîñòü
æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé.

Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ çàêðåïëåíèé ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà, â
òîì ÷èñëå è ñâîáîäíûõ îïîðàõ, çàäåëêàõ, ðàçëè÷íûõ âèäàõ óïðóãèõ çàêðåïëåíèé. Ïðèâå-
äåíû òàáëèöû è ãðàôèêè óêàçàííûõ çàâèñèìîñòåé, à òàêæå ÷àñòîòíûå ãîäîãðàôû, ïîä-
òâåðæäàþùèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, êàê íà çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ó÷àñòêà
òðóáû ñ æèäêîñòüþ âëèÿþò ìåíÿþùèåñÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà æèäêîñòè.
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Research of dependences of frequencies of �uctuations

pipeline site from characteristics liquids

c⃝ G F. Sa�na2

Abstract. At various �xing pipeline site with liquid dependences are investigated frequencies of its
�exural �uctuations from liquid parameters. It is shown, that at increase in density, liquid pressure,
and also speeds of a stream of liquid of frequency of �uctuations site of a pipe decrease. Examples,
tables are given, schedules of dependences, frequency godograf are constructed at di�erent types
�xing of a site of a pipe.

Key Words: the pipeline with liquid, frequencies of �uctuations, dependences, liquid
characteristics, density, pressure, speed, frequency godograf
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