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Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

c⃝ È. Â. Çóáîâ 1, Â. È. Çóáîâ 2, Î. À. Ïóñòîâàëîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðåäëàãàåìûé ïîä-
õîä, íå èçìåíÿÿ îñíîâíîé èäåè ìåòîäà, äàåò âîçìîæíîñòü â âûñøåé ñòåïåíè ñîêðàòèòü ÷èñëî
âû÷èñëåíèé. Åñëè ðàíåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû
n - îãî ïîðÿäêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íåîáõîäèìî áûëî èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n2 × m , n < m , òî â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà
n×m , n < m .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìàòðèöà, êîýôôè-
öèåíò, ñîáñòâåííîå ÷èñëî

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A èçâåñòíî âñåãî
íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà àíàëèòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëü-
íûå ìåòîäû [1,3]. Ê ïåðâîé ãðóïïå ìîæíî îòíåñòè ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ôîðìå Æîðäàíà
è ê ôîðìå Ñìèòà. Âî âòîðóþ ãðóïïó âõîäèò ìåòîä Äàíèëåâñêîãî ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê
ôîðìå Ôðîáåíèóñà. Îäíàêî îáà ïîäõîäà ïåðâîé ãðóïïû ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿþò ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé è íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ïðåäïî÷òèòåëüíåå
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, íå òðåáóþùèå âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà. Ìåòîä Äàíèëåâñêîãî äàåò êî-
ýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîããî ìíîãî÷ëåíà, åñëè îí ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì, èíà÷å
ìàòðèöà Ôðîáåíèóñà áóäåò þëî÷íîé è îäèí èç áëîêîâ äàåò êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî
ïîëèíîìà.

Äëÿ êðàòêîñòè íàïîìíèì ñóòü ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ïóòåì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçëîæåííîãî â ðàáîòå [2].

Ïóñòü A - âåùåñòâåííàÿ, ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n . Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà
ìèíèìàëüíîãî èíîãî÷ëåíà ýòîé ìàòðèöû, ò. å. ìíîãî÷ëåíà íàèìåíüøåé ñòåïåíè àíóëèðóþ-
ùåãî ìàòðèöó A ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâíûì åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä:

f(λ) = λk + ck−1λ
k−1 + . . .+ c1λ+ c0 = 0. (1.1)

ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî:

Ak + ck−1A
k−1 + . . .+ c1A+ c0E = 0 (1.2)

Çàìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n îáðàçóþò âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n2 , ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
ëèíåéíîé àëãåáðå [1].

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíà k+1 , åñëè ìàòðèöû

Ak, Ak−1, . . . , A,A0;A0 = E (1.3)
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- ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ìàòðèöû

Ak+1, Ak, Ak−1, . . . , A, E (1.4)

óæå ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöû (1.4) ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìó-
ùåñòâóåò âåùåñòâåííûå ÷èñëà c0, c1, . . . , ck+1 íå âñå ðàâíûå íóëþ òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî:

k+1∑
i=0

ciA
i = 0, ]qquadA0 = E. (1.5)

Èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî ck+1 ̸= 0 , èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî ìàòðèöû (1.3) - ëèíåéíî çàâèñèìû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ìàòðè÷íîå
ðàâåíñòâî:

Ak+1 +
ck
ck+1

Ak + . . .+
c1
ck+1

A+
c0
ck+1

E = 0. (1.6)

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà, ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Êýëè-Ãàìèëüòîíà ìàòðèöû (1.4)
ëèíåéíî çàâèñèìû ïðè k = n− 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàçâåðíóòîé ìàòðèöû Bk äëÿ ìàòðè÷íîé ñîâîêóïíîñòè (1.3). Ýòà ìàò-
ðèöà ðàçìåðà n2 × (k+1) ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç ñòîëáöîâ Aim , i = 1, n ìàòðèö
Am , m = k, 0 çàïèñàííûõ îäèí ïîä äðóãèì ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ñòîëáöà ýòîé ìàò-
ðèöû (A1m) , êîí÷àÿ ïîñëåäíèì (Anm) :

Bk =


A1k A1k−1 . . . E1

A2k A2k−1 . . . E2
...

... . . .
...

Ank Ank−1 . . . En

 = (Ak, . . . , A0), Am =


A1m

A2m
...

Anm

 , m = k, 0. (1.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ìàòðèö (1.3) ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé íåçàâèñè-
ìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Bk , ò. ê. ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

bkC = 0 ⇔
k∑
i=0

ciA
i = 0, C = (ck, ck−1, . . . , c0)

T . (1.8)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ìàòðèö (1.3) ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ìàòðèöà
Bk ðàçìåðà n2 × (k + 1) , ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà, ò. å. åå ðàíã ðàâåí k + 1 .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü k íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ( k ∈ 0, n− 1 ) ïðè êîòîðîì ñè-
ñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

BkC = Ak+1, C = (ck, ck−1, . . . , c0)
T , (1.9)

èìååò ðåøåíèå, òîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò âèä:

f(λ) = λk+1 − ckλ
k − ck−1λ

k−1 − . . .− c1λ− c0 = 0. (1.10)
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Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî-
÷ëåíà (1.10) C = (ck, ck−1, . . . , c0)

T , ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (1.9).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1.9) îçíà÷àåò ðàçðåøèìîñòü
ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà

Ak+1 = ckA
k + ck−1A

k−1 + . . .+ c1A+ c0E. (1.11)

Òàê êàê k ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì èç ÷èñåë 0, n− 1 , òî ìíîãî÷ëåí (1.10), ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìíîãî÷ëåí (1.10), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì, òî
ñïðàâåäëèâî ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî (1.11), êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.9).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Èòàê, ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ðåøåíèÿ C = (ck, ck−1, . . . , c0)

T ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (1.9) äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà k, k = 1, n . Ïðè ýòîì âåëè÷èíû −ck ,
−ck−1 , . . . , −c0 áóäóò êîýôôèöèåíòàìè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà (1.10). Çàìåòèì,
÷òî â ñèëó òåîðåìû Êåëè - Ãàìèëüòîíà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1.11) âñåãäà èìååò ðå-
øåíèå.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ïðè íàèìåíüøåì èç ÷èñåë k =
0, n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ c0 = 0 , òî ìàòðèöà A - âûðîæäåííàÿ. Áîëåå òîãî, åñëè
â ýòîì ðåøåíèè p ïåðâûõ êîìïîíåíò íóëåâûå c0 = c1 = . . . = cp−1 = 0 , òî êðàòíîñòü
íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A íå ìåíüøå ÷åì p .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Åñëè ìàòðèöû (1.3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ìàòðèöû (1.4)
ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ìàòðèöà BT

k Bk ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à ìàò-
ðèöà BT

k+1Bk+1 íåîòðèöàòåëüíîé è èìååò îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíîå íóëþ. Êàê èç-
âåñòíî [1], äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n×m ðàíã r ñèíãóëÿðíîé ìàòðèöû
ATA ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû A , à åå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ρi íåîòðèöàòåëüíûå.
Ïðè÷åì, åñëè, íàïðèìåð, m ≤ n , òî ÷èñëî íóëåâûõ ρi ðàâíî m − r . Òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íå îáÿçàòåëüíî èñêàòü ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1.9) ïðè k = 0, 1, 2, . . . , à äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïðè êàêîì ÷èñëå k ìàòðè-
öà BT

k+1Bk+1 ñòàíîâèòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé (ïðè ìåíüøèõ âåëè÷èíàõ k ýòà ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé). Ýòî ñèëüíî ñîêðàòèò ÷èñëî âû÷èñëåíèé è äëÿ
ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå òîëüêî
îäíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.9) èìåííî äëÿ ýòîãî ÷èñëà k .

Ïî àíàëîãèè ñ èäåÿìè, èçëîæåííûìè âûøå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå î÷åâèä-
íîå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü k íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ( k ∈ 0, n− 1 ) ïðè êîòîðîì ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

k∑
j=0

Aijcj = Aik+1, i = 1, n (1.12)

èìåþò îäíî è òî æå ðåøåíèå C = (ck, ck−1, . . . , c0)
T , òîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí

ìàòðèöû A èìååò âèä (1.10).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òî, ÷òî ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.12) èìåþò îäíî è òî æå
ðåøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî k íàèìåíüøåå èç ÷èñåë ( k ∈ 0, n− 1 ) ïðè êîòîðîì ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.9) èìååò ðåøåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå
óñëîâèÿ òåîðåìû 2.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Õîòÿ äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, íî èç
íåãî ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé âûâîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî íà ïåðâîì
ýòàïå äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèå âñåãî ëèøü îäíîé èç ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (1.12) äëÿ ïåðâîãî èç ÷èñåë k = 0, n è ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ðåøåíèå
ðåøåíèåì äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.12) ïðè äàí-
íîé âåëè÷èíå k . Åñëè ýòî òàê, òî êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàéäåíû. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûáðàòü òó ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(1.12) ê êîòîðîé ýòî ðåøåíèå íå ïîäõîäèò è ïðîäîëæàòü èñêàòü ðåøåíèå ýòîé ñèñòå-
ìû ïðè k = k + 1 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, â êîíöå êîíöîâ, ìû íàéäåì êîýôôèöèåíòû
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà èëè êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â ñëó÷àå
åãî ñîâïàäåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 10-08-000624.
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The modify method of building minimum multitude of

systems linear algebraic equations

c⃝ I. V. Zubov 4, V. I. Zubov 5, O. A. Pustovalova 6

Abstract. The article provides modi�ed method of constructing the minimal polynomial using
solving systems of linear algebraic equations. proposed approach , without changing the basic idea
of the method enables the highest power to reduce the number of calculations. If earlier to build
coe�cients of the minimal polynomial of the matrix n - th order with using the method it was
necessary to seek the solution of linear systems algebraic equations of order n2×m , n < m , then
modi�ed method it is enough to look for the solution of systems of linear algebraic equations of
order n×m , n < m
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