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ÓÄÊ 517.9

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé

èíâàðèàíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ íà

ïîâåðõíîñòÿõ

c⃝ Â. Å. Êðóãëîâ1,Î. Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì, ïîðîæäåííûå èòåðàöèÿìè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîëîæèòåëüíîãî òèïà
îðèåíòàöèè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè òàêîé ñèñòåìû ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè åå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè Ìîðñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîðôèçì

1. Ââåäåíèå

Â 1978 Ê. Êîíëè [1] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ëþáîãî ïîòî-
êà (êàñêàäà), çàäàííîãî íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì n -ìíîãîîáðàçèè M , òî
åñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñòðîãî óáûâàåò âäîëü îðáèò âíå öåïíî ðåêóððåíòíîãî
ìíîæåñòâà è ïîñòîÿííà íà êîìïîíåíòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà3 öåïíî ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò,
òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èñêàòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â êëàññå
ôóíêöèé Ìîðñà. Â 1977 ãîäó Ä. Ïèêñòîí [4] îïðåäåëèë ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f êàê ôóíêöèþ Ìîðñà φ :M → R òàêóþ, ÷òî φ(f(x)) < φ(x) ,
åñëè x � áëóæäàþùàÿ òî÷êà, è φ(f(x)) = φ(x) , åñëè x � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Òàêàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïîòîêó, ÿâëÿþùåìóñÿ
íàäñòðîéêîé íàä çàäàííûì äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà è äàëüíåéøèì ïðèìåíåíè-
åì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ê. Ìåéåðà [3].

Åñëè φ � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M → M ,
òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì îãðàíè÷åíèÿ φ íà íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå W u

p è ìèíèìóìîì îãðàíè÷åíèÿ φ íà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p . Åñ-

ëè ýòè ýêñòðåìóìû ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè, òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè p
òðàíñâåðñàëüíû âñåì ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâàì óðîâíÿ φ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Up òî÷-
êè p . Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà φ : M → R äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : M → M
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Ëÿïóíîâà, åñëè ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííûì ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì) îãðàíè÷åíèÿ φ íà íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ìíî-
ãîîáðàçèå W u

p (W s
p ) . Èç ðàáîòû Â.Ç. Ãðèíåñà, Ô. Ëàóäåíáàõà, Î.Â. Ïî÷èíêè [2] ñëåäóåò,

÷òî ñðåäè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f ôóíêöèè Ìîðñà-
Ëÿïóíîâà îáðàçóþò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå â C∞ -òîïîëîãèè ìíîæåñòâî.

Åñëè p � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ìîðñà φ : M → R , òî, ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà
(ñì., íàïðèìåð, [8]), â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V (p) òî÷êè p ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò x1, . . . , xn , íàçûâàåìàÿ êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, òàêàÿ, ÷òî xj(p) = 0 äëÿ êàæäîãî

1 Ñòóäåíò Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòå-

òà Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè
3 Äèôôåîìîðôèçì f : M → M íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè åãî íåáëóæäàþ-

ùåå ìíîæåñòâî NW (f) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê (NW (f) =
Per(f) ), èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
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j = 1, n è φ èìååò âèä φ(x) = φ(p) − x21 − · · · − x2b + x2b+1 + · · · + x2n , ãäå b = ind(p) �
èíäåêñ4 òî÷êè p .

Åñëè φ � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f , òî, â ñèëó
[4], ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíê-
öèè φ è ind(p) = dim W u

p . Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ìîæåò
èìåòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè äëÿ f . Ä. Ïèêñ-
òîí [4] îïðåäåëèë ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f êàê
ôóíêöèþ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà φ , ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåìîðôèçìà f . Îí äîêàçàë, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì
Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà ïîâåðõíîñòè (çàìêíóòîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè), îáëàäàåò
ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé, îäíàêî ñóùåñòâóåò ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà
òðåõìåðíîé ñôåðå S3 , íå èìåþùåãî ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå âûäåëÿåò äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ5

êëàññ ôóíêöèé Ìîðñà-Ëÿïóíîâà ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîé-
ñòâàì ôóíêöèé, ââåäåííûõ Ñ. Ñìåéëîì [5] äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ôóíêöèÿ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà φ íàçûâàåòñÿ ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Per(f) ïåðèî-
äè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ;

2) φ(p) = dim W u
p äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Per(f) .

Ð. Òîì [6] â 1962 ãîäó ââåë ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé. Ôóíêöèè
φ, φ′ : M → R íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîð-
ôèçìû ψ :M →M è g : R → R òàêèå, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

M
φ→ R

ψ ↓↑ ψ−1 g−1 ↓↑ g

M →
φ′

R

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãîìåîìîðôèçì ψ ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî óðîâíÿ φ−1(c) â ìíî-
æåñòâî óðîâíÿ φ′−1(g(c)) . Êðîìå òîãî, åñëè φ, φ′ � ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ôóíêöèè, òî
ãîìåîìîðôèçì g ìîæíî ñ÷èòàòü òîæäåñòâåííûì è òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òàêèõ
ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ãîìåîìîðôèçìà ψ :M →M òàêîãî, ÷òî

φ = φ′ψ è φ′ = φψ−1.

Ïóñòü S çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f :
S → S íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ åãî ðàçëè÷-
íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ïîëîæèòåëüíîãî òèïà îðèåíòàöèè6. Ñóùåñòâîâàíèå ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèè ó ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà èç êëàññà G ñëåäóåò èç ðàáîòû [4].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

4 Èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè p íàçûâàåòñÿ ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
∂2φ

∂xi∂xj
(p) .

5 Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : M → M íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ïàðû ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q ( p ̸= q ) èç óñëîâèÿ Wu

p ∩W s
q ̸= ∅ ñëåäóåò, ÷òî dimW s

p < dimW s
q .

6 Ãîâîðÿò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f èìååò ïîëîæèòåëüíûé òèï
îðèåíòàöèè, åñëè îòîáðàæåíèå f |Wu

p
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òèï îðèåíòàöèè òî÷êè

p íàçûâàþò îòðèöàòåëüíûì.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 3



Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò . . . 59

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû êëàññà G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 13-01-
12452-îôè-ì, 12-01-00672-a.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïóñòü f ∈ G è φ : S → [0, 2] � ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Ìîðñà-Ëÿïóíîâà äëÿ f . Òîãäà Ω0

f = φ−1(0), Ω1
f = φ−1(1), Ω2

f = φ−1(2) � ìíîæåñòâî âñåõ
ñòîêîâ, ñåäåë, èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåîìîðôèçìà f . Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåî-
ìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè φ, φ′

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
Äëÿ êàæäîãî ñòîêà ω (ω′ ) äèôôåîìîðôèçìà f ( f ′ ) îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω (L′

ω′ ) ìíî-
æåñòâî íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ℓ ( ℓ′ ) ñåäëîâûõ òî÷åê σ (σ′ ) ãîìåîìîðôèçìà f ( f ′ )
òàêèõ, ÷òî cl(ℓ) = ℓ ∪ σ ∪ ω ( cl(ℓ′) = ℓ′ ∪ σ′ ∪ ω′ ). Îáîçíà÷èì ïîòîê, ïîðîæä¼ííûé âåê-
òîðíûì ïîëåì grad φ (grad φ′) ÷åðåç X (X ′ ). Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïîä ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèåé φ (φ′ ) ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ Ìîðñà-Ëÿïóíîâà, äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè
σ (σ′ ) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vσ (Vσ′ ) òàêàÿ, ÷òî âíóòðè Vσ (Vσ′ ) èíâàðèàíòíûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ òî÷êè σ êàê íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ( f ′ ) è ïîòîêà X (X ′ )
ñîâïàäàþò. Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òî ëèíèÿ óðîâíÿ φ−1(1−ε) (φ′−1(1−ε) ) ïåðåñåêàåò êàæ-
äóþ íåóñòîé÷èâóþ ñåïàðàòðèñó êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ( σ′ ) â îêðåñòíîñòè Vσ (Vσ′ ).
Ïîëîæèì Γ = φ−1(1− ε) (Γ′ = φ′−1(1− ε) ) è B = φ−1([0, 1− ε]) (B′ = φ′−1([0, 1− ε]) ).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ïîñðåä-
ñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h : S → S . Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ñòîêà ω , ñåäëîâîé òî÷êè σ è
ìíîæåñòâà Lω äèôôåîìîðôèçìà f ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåêòû
äèôôåîìîðôèçìà f ′ , à èìåííî ω′ = h(ω) , σ′ = h(σ) è L′

ω′ = h(Lω) . Âîñïîëüçîâàâøèñü
ëåììîé 3.2.1. èç ðàáîòû [7], äëÿ êàæäîãî ñòîêà ω âûáåðåì äèñê Dω ⊂ int B , ñîäåð-
æàùèé ω òàê, ÷òî ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà ℓ ∈ Lω ïåðåñåêàåò ∂Dω â åäèíñòâåííîé òî÷êå
è D′

ω′ = h(Dω) ⊂ int B′ . Òàêæå äëÿ ëþáîãî ω (ω′ ) ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ñâÿçíî-
ñòè Bω (B′

ω′ ) ìíîæåñòâà B (B′ ), ëåæàùàÿ â W s
ω (W s

ω′ ). Ïîëîæèì Hω = cl (Bω \ Dω)
(H ′

ω′ = cl (B′
ω′ \D′

ω′) ) è ñâÿçíîñòè Γω = ∂Bω (Γ′
ω′ = ∂B′

ω′ ).
Ïî óñëîâèþ f è f ′ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, ñëåäîâàòåëüíî ãîìåîìîðôèçì h ïå-

ðåâîäèò íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû f â íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû f ′ . Èñõîäÿ èç ýòîãî,
çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hΓω : Γω → Γ′

ω′ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∂Dω ïîñðåäñòâîì h ãîìåî-
ìîðôíî ∂D′

ω′ , òàêæå ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì h íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðè-
ñû Lω è L′

ω′ . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψLω∩Hω : Lω∩Hω → h(Lω)∩H ′
ω′ òàêîé, ÷òî

ℓ ∩Hω 7→ h(ℓ) ∩H ′
ω′ è ψLω∩Hω |(Lω∩∂Dω) = h|(Lω∩∂Dω) . Ñ åãî ïîìîùüþ ìû îòîáðàçèëè â òîì

÷èñëå òî÷êè Lω ∩ Γω â òî÷êè L′
ω′ ∩ Γ′

ω . Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ψΓω : Γω → Γ′
ω′ , ïðîäîë-

æàÿ îòîáðàæåíèå ψLω∩Hω ñ òî÷åê Lω ∩ Γω íà äóãè ìåæäó íèìè òàê, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå îáõîäà7 íà êðèâîé Γω = ∂Bω è ãîìåîìîðôèçì ψΓω èíäóöèðóþò íà êðè-
âîé Γ′

ω′ = ∂B′
ω′ òàêîå æå (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå) íàïðàâëåíèå îáõîäà, êàêîå

èíäóöèðóåò íà êðèâîé ∂D′
ω′ ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà íà êðèâîé ∂Dω è ãîìåî-

ìîðôèçì h . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψΓ : Γ → Γ′ ãîìåîìîðôèçì, ñîñòàâëåííûé èç îòîáðàæåíèé
ψΓω , ω ∈ Ω0

f .

7 Ïóñòü d íåêîòîðûé äâóìåðíûé äèñê. Íàïðàâëåíèå îáõîäà åãî ãðàíèöû c = ∂d ïîëîæèòåëüíûì
(îòðèöàòåëüíûì), åñëè ïðè äâèæåíèè âäîëü c â ýòîì íàïðàâëåíèè äèñê d îñòàåòñÿ ñëåâà (ñïðàâà).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ãîìåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ëèíèþ óðîâíÿ Γ äèôôåî-
ìîðôèçìà f â ëèíèþ óðîâíÿ Γ′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gx (g′x′) òðàåêòîðèþ ïîòîêà X (X ′ ), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç x ∈ Γ (x′ ∈
Γ′) . Ïîëîæèì Q =

∪
x∈Γ

gx, Q
′ =

∪
x′∈Γ′

g′x′ . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì ψQ : Q → Q′ ïî

ôîðìóëå: äëÿ y ∈ gx ïîëîæèì ψQ(y) = y′ , ãäå y′ ∈ g′ψΓ(x)
è φ(y) = φ′(y′) . Ïî ïîñòðîå-

íèþ ëèíèè óðîâíÿ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò y è y′ , ñâÿçàíû ãîìåîìîðôèçìîì ψQ . Òàê êàê
W s
σ (W s

σ′ ), êàê óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëîâîé òî÷êè σ (σ′ ) ïîòîêà X (X ′ ), òðàíñ-
âåðñàëüíî ëèíèÿì óðîâíÿ φ (φ′ ) äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ (σ′ ), òî ãîìåîìîðôèçì
ψQ ïðîäîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà ψ : S → S ïî íåïðåðûâíîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïðåîáðàçîâàëè ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì h â ãîìåîìîðôèçì ψ òàêîé, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ φ = φ′ψ è φ′ = φψ−1 , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè φ è φ′

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè φ è φ′ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, ò.å. φ = φ′ψ

è φ′ = φψ−1 äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà ψ : S → S . Ïîëîæèì C = φ−1(1) (C ′ =
φ′−1(1) ). Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè B ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ñòîê
äèôôåîìîðôèçìà f . Òàê êàê φ � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, òî f(B) ⊂ intB . Ïîëîæèì K =
B \ int f(B) (K ′ = B′ \ int f ′(B′) ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç gx ( g′x′ ) òðàåêòîðèþ ïîòîêà X
(X ′ ), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x ∈ C ( x′ ∈ C ′ ). Çàìåòèì, ÷òî ψ(C) = C ′ , ÷òî ñëåäóåò èç
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè φ è φ′ . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì hΓ\Wu

Ω1
f

: Γ\W u
Ω1

f
→

Γ′\W u
Ω1

f ′
ïî ôîðìóëå: äëÿ y = gx ∩Γ ïîëîæèì hΓ\Wu

Ω1
f

(y) = y′ , ãäå y′ = g′ψ(x) ∩Γ′ , êîòîðûé

ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî hΓ : Γ → Γ′ òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé ñåäëîâîé ñåïàðàòðèñû
l ïîòîêà X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî hΓ(l ∩ Γ) = ψ(l) ∩ Γ′ .

Ïîëîæèì hf(Γ) = f ′hΓf
−1 : f(Γ) → f ′(Γ′) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì hK : K →

K ′ òàêîé, ÷òî hK |Γ = hΓ , hK |f(Γ) = hf(Γ) è hK(W
u
Ω1

f
∩K) = W u

Ω1
f ′
∩K ′ . Îïðåäåëèì ãîìåî-

ìîðôèçì h0 : W s
Ω0

f
\ Ω0

f → W s
Ω0

f ′
\ Ω0

f ′ ôîðìóëîé h0(x) = f ′−k(hK(f
k(x))) , ãäå fk(x) ∈ K

(ò.å. äàííûé ãîìåîìîðôèçì îòîáðàæàåò áàññåéíû ñòîêîâ äèôôåîìîðôèçìà f â áàññåé-
íû ñòîêîâ äèôôåîìîðôèçìà f ′ ). Ïî íåïðåðûâíîñòè ýòîò ãîìåîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ íà
Ω0
f . Îñòàëîñü åãî ïðîäîëæèòü íà cl (W s

Ω1
f
) .

Ïóñòü σ ∈ Ω1
f è σ′ � ñåäëî èç Ω1

f ′ òàêîå, ÷òî h0(W
u
σ \ σ) = W u

σ′ \ σ′ .
Â ñèëó òåîðåìû 1.1.2 èç [7], ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uσ òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f

è ãîìåîìîðôèçì Fσ : Uσ → U , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f |Uσ c äèôôåîìîðôèçìîì
b|U , ãäå U = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1x2| ≤ 1} è b(x1, x2) = (2x1,

x2
2
) . Òàêæå ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü Uσ′ òî÷êè σ′ òàêàÿ, ÷òî h0(Uσ\W s
σ) ⊂ Uσ′ äèôôåîìîðôèçìà f ′ è ãîìåîìîðôèçì

F ′
σ′ : Uσ′ → U , ñîïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f ′|U ′

σ′ c äèôôåîìîðôèçìîì b|U . Ïîëîæèì
U ′
σ′ = h0(Uσ\W s

σ) ∪W s
σ′ , U ′ = F ′

σ′(U ′
σ′) , L = ∂U è L′ = ∂U ′ .

Ïîëîæèì U t = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1x2| ≤ t} äëÿ t ∈ (0, 1) è Lt = ∂U t . Çàôèê-
ñèðóåì çíà÷åíèå τ ∈ (0, 1) òàê, ÷òî F ′−1

σ′ (U τ ) ⊂ U ′
σ′ . Ìû óñòàíîâèëè ãîìåîìîðôíîñòü

ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ h̃0 = F ′
σ′h0F

−1
σ îáëàñòåé U è U ′ . Ïîëîæèì Q = U\U τ è

Q′ = U ′\U τ . Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ Q,Q′ ãîìåîìîðôíà
ïîëîñå [0, 1] × R . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, åñëè Y1, Y2 � êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè ãðàíèöû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Q , òî h̃0(Y1), Y2 � êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàíèöû êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Q′ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîìåîìîð-
ôèçì Fσ íóæíî çàìåíèòü íà ãîìåîìîðôèçì jFσ , j(x1, x2) = (−x1,−x2) ). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q̂ = Q/b, Q̂′ = Q′/b ïðîñòðàíñòâà îðáèò äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà b íà Q,Q′ ,
ñîîòâåòñòâåííî, è ÷åðåç p : Q → Q̂, p′ : Q′ → Q̂′ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ Q̂, Q̂′ ãîìåîìîðôíà êîëüöó [0, 1] × S1 . Ïîñêîëüêó
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L̂τ = Lτ/b îáùàÿ ãðàíèöà êîëåö Q̂ è Q̂′ , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ĥQ̂ : Q̂ → Q̂′ ,
ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì íà îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàíèöû êàæäîãî êîëüöà èç
Q̂ è ñîâïàäàþùèé ñ ãîìåîìîðôèçìîì p′h̃0p

−1 íà äðóãîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h̃Q : Q → Q′ ïîäíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà ĥQ̂ . Èç ïîëó÷åííîãî ñòðîèì

ãîìåîìîðôèçì h̃U : U → U ′ , òîæäåñòâåííûé íà U τ è ñîâïàäàþùèé ñ h̃Q íà Q . Ïîëó÷à-
åì, ÷òî Uσ ãîìåîìîðôíî U ′

σ′ ïîñðåäñòâîì hUσ = F ′−1
σ′ h̃UFσ è âûïîëíåíî hUσ(W

s
σ) = W s

σ′ .
Ïîëîæèì UΩ1

f
=

∪
σ∈Ω1

f

Uσ , UΩ1
f ′

=
∪

σ′∈Ω1
f ′

Uσ′ è îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 : UΩ1
f
→ UΩ1

f ′
ãîìåî-

ìîðôèçì, ñîñòàâëåííûé èç hUσ , σ ∈ Ω1
f . Ïîñêîëüêó h0|∂U

Ω1
f

= h1|∂U
Ω1
f

, òî îòîáðàæåíèå

h2 : S \ Ω2
f → S \ Ω2

f ′ , îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé h2(x) =

{
h1(x), åñëè x ∈ UΩ1

f
;

h0(x), èíà÷å;
Ãîìåîìîðôèçì h2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî Ω2

f äî èñêîìîãî
ãîìåîìîðôèçìà h : S → S òàê, ÷òî h(α) = α′ , ãäå h2(W u

α \ α) = W u
α′ \ α′ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Energy function as a complete topological invariant for

gradient-like cascades on surfaces

c⃝ V. E. Kruglov8, O. V. Pochinka9

Abstract. In this paper we consider dynamical systems with discrete time generated by iterations
of a gradient-like di�eomorphism of a surface whose non-wandering set consists of �xed points of
positive type orientation. We prove that the class of topological conjugacy of such a system is
completely determined by equivalence class of its energy Morse function.
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