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c⃝ À. Â. Çóáîâ 1, À. Ô. Çóáîâà 2, Ì. Â. Ñòðåêîïûòîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â òåîðèè ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ðàçðàáîòêà êðèòåðè-
åâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîèñê ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ êîýôôèöèåíòîâ óñòîé÷è-
âûõ ïîëèíîìîâ [1, 2]. Íå ìåíåå âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è è äëÿ
íåóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ íåóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó îïðåäåëåííîìó êëàññó íåóñòîé-
÷èâîñòè. Ýòè êðèòåðèè ïîçâîëÿþò ïóòåì ïðîâåðêè êîíå÷íîãî ÷èñëà óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà
ïîëèíîìû, îáðàçóþùèå ýòî ñåìåéñòâî, óñòàíîâèòü ñâîéñòâà âñåãî ýòîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîì, ñòåïåíü, âåùåñòâåííûé êîýôôèöèåíò, êîðåíü, êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ïðÿìîóãîëüíèê, ðàäèóñ - âåêòîð, êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñü, ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà, âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè, àðãóìåíò, êîëëèíåàðíîñòü, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [4] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîìû ñòåïåíè n ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n

ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíè íå èìåþò íóëåâûõ è ÷èñòî
ìíèìûõ êîðíåé, à ÷èñëî êîðíåé ëåæàùèõ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ó÷èòûâàÿ èõ êðàò-
íîñòè, ó âñåõ ïîëèíîìîâ îäèíàêîâî è ðàâíî k ( 0 ≤ k ≤ n ).

Î÷åâèäíî, èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî a0 ̸= 0 , an ̸= 0 .
Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ

p∑
m=1

αmfm(z),

p∑
m=1

αm = 1, αm ≥ 0 (1.1)

ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîìó êëàñ-
ñó ïðèíàäëåæàò âñå ïîëèíîìû âèäà:

αf1(z) + (1− α)fj(z), α ∈ [0, 1], l.j = 1, 2, . . . , p. (1.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âñå ïîëèíîìû ñåìåéñòâà (1.1) ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) -

ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà, ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (1.1) αl = α , αj = 1−α , α ∈ [0, 1] , ïîëó÷èì,
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2 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 3



Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ êîýôôèöèåíòîâ óñòîé÷èâîãî ïîëèíîìà 95

÷òî ëþáîé ïîëèíîì ñåìåéñòâà (1.2) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñåìåéñòâà (1.1), ò. å. ïðíàäëåæàò
êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ðàäèóñ - âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-
êàì fm(iω) = gm(ω)+ihm(ω) , m = 1, p êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííûìè ïîëèíîìà-
ìè fm(z) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ z = iω , ò. å. êîíöû ýòèõ ðàäèóñ - âåêòîðîâ ïðè èçìåíåíèè
ω îò 0 äî +∞ îáðàçóþò ãîäîãðàôû Ìèõàéëîâà [3] ýòèõ ïîëèíîìîâ.

Ïóñòü âñå ïîëèíîìû ñåìåéñòâà (1.2) ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ l, j = 1, p ðàäèóñ - âåêòîðû fl(iω) è fj(iω) ïðè èçìåíåíèè ω îò
0 äî +∞ íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ω0 ∈ [0,+∞) ýòîò ôàêò èìååò ìåñòî, òî
ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈ [0, 1] , è ïàðà ðàäèóñ - âåêòîðîâ ñ íîìåðàìè l, j òàêèõ, ÷òî αfl(iω0)+
(1−α)fj(iω0) = 0 , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîì αfl(z)+(1−α)fj(z) èìååò ìíèìûé êîðåíü
iω0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî óãîë ìåæäó ðàäèóñ - âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω) , ïðè èçìåíåíèè
ω îò 0 äî +∞ âñåãäà îñòàåòñÿ ìåíüøå π . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýòè ðàäèóñ - âåêòîðû íå
ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, ò. ê. ïîðîæäåíû ïîëèíîìàìè, íå èìåþùèìè ìíèìûõ êîðíåé. Îòñþäà
è èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà) âûòåêàåò, ÷òî ðàäèóñ - âåê-
òîð

∑p
m=1 αmfm(iω) ïðè

∑p
m=1 αm = 1 , αm ≥ 0 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ω ∈ [0,+∞) .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñóììèðîâàíèå íåíóëåâûõ ðàäèóñ - âåêòîðîâ fm(iω) ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè αm , óãîë ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå π , è, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäèí èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ áîëüøå íóëÿ äàåò â ðåçóëüòàòå íåíóëåâîé âåêòîð.

Òàê êàê ðàäèóñ - âåêòîðû fm(iω) îáðàçîâàíû ïîëèíîìàìè fm(z) , ïðèíàäëåæàùèìè
êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà, âñå îíè ïîâîðà÷èâà-
þòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ íà óãîë π

2
(n− 2k) , ò. å.

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Arg fm(iω) →
π

2
(n− 2k) ïðè ω → +∞, m = 1, p.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàäèóñ - âåêòîðû
∑p

m=1 αmfm(iω) ïðè
∑p

m=1 αm = 1 , αm ≥ 0 íå
îáðàùàÿñü â íîëü, òàêæå ïîâîðÿ÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðè èçìåíåíèè ω
îò 0 äî +∞ íà óãîë π

2
(n− 2k) . Òàê êàê êîíöû ýòèõ ðàäèóñ - âåêòîðîâ ïðè èçìåíåíèè ω

îò 0 äî +∞ îáðàçóþò ãîäîãðàôû Ìèõàéëîâà ýòèõ ïîëèíîìîâ, òî èç ïðèíöèïà àðãóìåíòà
âûòåêàåò, ÷òî ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.2) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.1) ( (1.2)) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)
- ýêâèâàëåíòíîñòè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîìû fm(z) , m = 1, p ïðè-
íàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

hj(w)gl(w)− hl(w)gj(w) = 0, l ̸= j, j = 1, p, l = 1, p. (1.3)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

gl(w)gj(w) + hl(w)hj(w) > 0, l ̸= j, j = 1, p, l = 1, p, (1.4)

ãäå gm(w) è hm(w) ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòü ãîäîãðàôà Ìèõàé-
ëîâà ïîëèíîìà fm(z) , m = 1, 2, . . . , p .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîëèíîìû fm(z) , m = 1, p ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâè-

âàëåíòíîñòè, è äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.3) è (1.4). Òîãäà ðàäèóñ - âåêòîðû fl(iω)
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è fj(iω) , îòâå÷àþùèå ýòèì ïîëèíîìàì, íå îáðàùàÿñü â íóëü ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî
+∞ è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà, ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
óãîë π

2
(n− 2k) .

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.3) îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü ýòèõ ðàäèóñ-
âåêòîðîâ, à âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå (−π

2
,+π

2
) , ò. ê. èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3) è (1.4) ýòè ðàäèóñ-âåêòîðû
íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû ïðè ëþáîì ω ∈ [0,+∞) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ðàäèóñ - âåêòîðû αfl(iω) + (1 − α)fj(iω) ïðè α ∈ [0, 1] íå ïðèíèìàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé
ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà, êàê ðàäèóñ - âåêòîðû,
ëåæàùèå ìåæäó ðàäèóñ - âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω) , ïîâîðà÷èâàþòñÿ âìåñòå ñ íèìè ïðî-
òèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë π

2
(n − 2k) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû fm(z) , m = 1, p

ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó (1.2), à ïî òåîðåìå 1 è ñåìåéñòâó (1.1).
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëèíîìû fm(z) , m = 1, p ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó (1.2). Òî-

ãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 1 óãîë ìåæäó ðàäèóñ
- âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω) ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ âñåãäà îñòàåòñÿ ìåíüøå π ,
ò. å. îíè íå ìîãó áûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èõ êîë-
ëèíåàðíîñòè (âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.3)) èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî
ïîëîæèòåëüíî (âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.4)).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Òåîðåìà 2 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî,
÷òî ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëîå ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ
íåóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè÷åì ïî-
ëèíîìû fm(z) , ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ10− 8− 00624 .)
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The methods of building convex multitudes of coe�cients

stability polynom

c⃝ A. V. Zubov 4, A. F. Zubova 5, M. V. Strecopitova 6

Abstract. In theory robust stability important place is employs working of criterias of existing
and researches of methods to building convex multitudes coe�cients stability polynomials [1,2].
Isn't important problem appears the solution this task and for instability polynomials. In giving
work is supposes criterias of existing convex multitudes instability polynomials is belongs to one
de�nite class of instability. This criteries is allows of way checking limit number of conditions,
imposing on polynomials, organizes this family, is installs measures of all this family polynomial.

Key Words: polynomial, degree, material coe�cient, root, class of equivalent, rectangle,
radius - vector, integrated plane, parallel axis, hands of a clock, material and mystics parts,
argument,collinearity secularity production
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