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Ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ òðåõìåðíîé êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû

ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

c⃝ A. Ô. Çóáîâà1, Â. È. Çóáîâ2, È. Â. Çóáîâ3, Ñ. À. Ñòðåêîïûòîâ4

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðîñòûõ
ïî ñòðóêòóðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðàáîòàíà òåõíîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ
êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ïðåäåëüíûìè ñâîéñòâàìè, âàæíûìè â çàäà-
÷àõ óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
÷àñòíûé èíòåãðàë, óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû

Íåîáõîäèìûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó çàäà÷è ñîâðåìåííîé àâòîìàòèêè, òî åñòü
çàäà÷è ñîçäàíèÿ íîâûõ ýôôåêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè
êîìïëåêñàìè è òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè, îáóñëîâëèâàþò ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé áûëè îñíîâíûìè
¾ïîòðåáèòåëÿìè¿ äîñòèæåíèé êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåî-
ðèè óñòîé÷èâîñòè, òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìî-
äåëèðóåìûõ ñèñòåì â êîëè÷åñòâåííîì ïëàíå ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ óðàâ-
íåíèé äèíàìèêè. Â êà÷åñòâåííîì ïëàíå - ê àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû - íàëè÷èÿ èíâàðèàíòíûõ
ìíîæåñòâ, õàðàêòåðà ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = y,
ẏ = x+ z + xz,

ż = xy.
(1.1)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ z = 1
2
x2 + C , ãäå C = const . Â ñâÿçèñ ýòèì

ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

˙̇x = C + (1 + C)x+
1

2
x2 +

1

2
x3. (1.2)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè (1.2) íà ẋ è ïðîèíòåãðèðóåì â ïðåäåëàõ îò 0 äî t . Ïîëó÷èì

1

2
ẋ2 = C1 + Cx+

1

2
(1 + C)x2 +

1

6
x3 +

1

8
x4 (C1 = const). (1.3)
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Èçâëå÷åì êâàäðàòíûé êîðåíü è ïðîèíòåãðèðóåì ñíîâà; ïîëó÷èì∫
4√

2C1 + 2Cx+ (1 + C)x2 + x3/3 + x4/4
= t+ C2 (C2 = const). (1.4)

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (1.4), ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì [1]. Ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêèå ôóíêöèè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè îáðàùåíèè ýòîãî èíòåãðàëà, êîãäà ìû õîòèì ÿâíî
âûïèñàòü ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1.1), õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ,
êîòîðûå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì åùå îäíó ñèñòåìó

ẋ = y,
ẏ = xz + a,
ż = 4xy + 1.

(1.5)

Ýòà ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ z = 2x2 + t + c , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè (1.5) ê
îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ = 2x3 + (t+ C)x+ a. (1.6)

Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè x = λη(ξ) , ξ = µ(t+C) ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó
âèäó Ïåíëåâå [2]

η′
′
= 2η3 + ξη + α. (1.7)

Ïåíëåâå ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7) îïèñûâàþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè
òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê ðàíåå èçó÷åííûì ôóíêöèÿì è êî-
òîðûå ñòàëè íàçûâàòü òðàíñöåíäåíòíûìè ôóíêöèÿìè Ïåíëåâå [3]. Ó÷åíèê Ïåíëåâå Æ.
Øàçè (1882-1955) èçó÷àë, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå

y′
′′
= 2yy′

′ − 3y′
2
, (1.8)

ê êîòîðîìó ïðèâîäèòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñèñòåìà

ẋ = y, ẏ = z, ż = 2xz − 3y2.

Øàçè óñòàíîâèë, ÷òî èíòåãðàë ñòîëü ïðîñòîãî ïî âèäó óðàâíåíèÿ èìååò âåñüìà ñëîæíûå
îñîáåííîñòè è ñâÿçàí ñ èíòåãðàëàìè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ôóíêöèÿìèØâàð-
öà. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïðîñòîé ñòðóêòóðû ìîãóò èìåòü ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ïðèðîäó. "Ïðî-
ñòîòà"ñòðóêòóðû êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìû ñî ñòðàííûìè àòòðàêòîðà-
ìè, òàêæå óêàçûâàþò íà ýòî. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé óïðàâëÿåìîãî
äâèæåíèÿ íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå èõ àíàëèòè÷åñêîé ïðîñòîòû. Ýòî ñâÿçà-
íî ñ âîçìîæíîñòüþ èõ èíæåíåðíîé ðåàëèçàöèè. Ïîýòîìó âàæíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçðà-
áîòêà òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ ¾ïðîñòûõ¿ (íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íûõ) ñèñòåì, îáëàäàþùèõ
çàäàííûìè ïðåäåëüíûìè ñâîéñòâàìè, âàæíûìè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. Âàæíåéøèì òàêèì
ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå àâòîêîëåáàíèÿ èëè ñîâîêóïíîñòè àâòîêîëåáàíèé (àòòðàêòî-
ðà), èìåþùèõ çàäàííûé èëè æåëàåìûé äèàìåòð. Ïðàêòè÷åñêè ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ïîñòðîåííàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü ïðåäåëüíûé ðåæèì ñ çàäàííîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé, ò.å. ôàçîâûå ïåðåìåííûå áóäóò íàõîäèòüñÿ â æåëàåìûõ ïðåäåëàõ.
Êàê îñóùåñòâèòü òàêîå ïîñòðîåíèå? Îñíîâíûì ïîäõîäîì â òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåõàíèêè, êîãäà ïî çàäàííûì êèíåìàòè÷åñêèì ýëåìåíòàì
äâèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû. Òàêèìè êèíåìàòè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè
ìîãóò áûòü çàäàííàÿ òðàåêòîðèÿ èëè çàäàííàÿ ñîâîêóïíîñòü òðàåêòîðèé (èíâàðèàíòíîå
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ìíîæåñòâî). Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ìåõàíèêè â ïîëíîì îáúåìå, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
áûëî îñóùåñòâëåíî È. Íüþòîíîì ïðè îòêðûòèè çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Í.Ï. Åðó-
ãèí ðåøèë ýòó çàäà÷ó â ñëó÷àå çàäàííîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé èëè çàäàííîãî ïåðâîãî èëè
÷àñòíîãî èíòåãðàëà.

Ò å î ð å ì à 1.1. (Åðóãèí). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé

Ẋ = F (X) (1.9)

èìåëà ÷àñòíûé èíòåãðàë V (X) = 0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü
ñèñòåìû (1.9) èìåëà ñëåäóþùèé âèä:

F = ∇V ·M(V,X) +N(X),

ãäå (∇V,N(X)) = 0 , M(0, X) ≡ 0 . Ïðè÷åì, åñëè ïîâåðõíîòü V (X) = 0 íå èìååò òî-
÷åê ïîêîÿ, òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ N(X) íå äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü-âåêòîð íà ýòîé
ïîâåðõíîñòè.

Ìîæíî çàäàòü æåëàåìîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â âèäå çàìêíóòîé ãëàäêîé êîìïàêòíîé ïî-
âåðõíîñòè è ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ åå â êà÷åñòâå
èíòåãðàëüíîé. Ìîæíî ïîñòðîèòü è òàêèå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïî-
âåðõíîñòü áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì è óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì. Äðóãîé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, íàñêîëüêî áóäóò ïðîñòû ïîëó÷àåìûå óðàâíå-
íèÿ? Âåäü äàæå çàäàâàÿ ïîâåðõíîñòü â âèäå ýëëèïñîèäà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, íå ÿâëÿ-
þùèåñÿ ïðîñòûìè. Êðîìå òîãî, äàííûé êëàññ óðàâíåíèé îãðàíè÷åí èíòåãðèðóåìûì ïî
îïðåäåëåíèþ ñëó÷àåì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò æåëàíèå èñïîëüçîâàòü è íåèíòåãðèðóåìûå ñè-
ñòåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíûõ, ïðîñòûõ äëÿ èíæåíåðíîé ðåàëèçàöèè óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì, êîòîðûå áóäóò èìåòü çàäàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäåëüíîãî ðå-
æèìà. Õîòÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ðåøåíèé òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíîé.
Ïóñòü V (X) , W (X) - ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè

V (X1) = 0, W (X2) = 0, V,W → ∞

ïðè ∥X∥ → ∞ . Ïóñòü íà ðåøåíèÿõ íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, èìåþùåé ïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ, à òàêæå íóëåâîå ðåøåíèå

Ẋ = F (X), (1.10)

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
V̇ = −W. (1.11)

Òîãäà èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1.10) èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîå â öåëîì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ X = 0 . Ïóñòü V,W ñóòü çàäàííûå
ôóíêöèè ñ âûøåóïîìÿíóòûìè ñâîéñòâàìè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∇V · F =W. (1.12)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò êëàññ ñèñòåì (1.10), íà ðåøåíèÿõ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå (1.11). ×àñòü ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ñèñòåìû ñ ïðîäîëæàåìûìè
ðåøåíèÿìè. Èìåííî ýòè ðåøåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè â ïðàêòè÷åñêîì, èíæåíåðíîì
ñìûñëå. Âûáèðàÿ èç ýòèõ ðåøåíèé ñèñòåìû â íåêîòîðîì ñìûñëå "ïðîñòîãî"âèäà, ìû ïî-
ëó÷àåì ìíîæåñòâî èíòåðåñóþùèõ íàñ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì òåïåðü, ñëåäóþùåå óðàâíåíèå,
âûïîëíåííîå íà ðåøåíèÿõ ãèïîòåòè÷åñêîé ñèñòåìû (1.10):

V̇ = −W + C (C = const). (1.13)
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Ïîñêîëüêó âñå ðåøåíèÿ (1.10) ïðîäîëæàåìû, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
C ≥ 0 . Ñèñòåìà (1.10) áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîìåðíî äèññèïàòèâíîé è áóäåò èìåòü êîì-
ïàêòíûé ïðåäåëüíûé ðåæèì - àâòîêîëåáàíèå èëè ñîâîêóïíîñòü àâòîêîëåáàíèé (àòòðàê-
òîð). Ïî óðàâíåíèþ (1.13) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ V,W è êîíòàêòå C ìîæíî ïîñòðîèòü
âñå äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû, íà ðåøåíèÿõ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ýòî ñîîòíîøåíèå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà

ẋ = f(x, y, z),
ẏ = g(x, y, z),
ż = h(x, y, z).

(1.14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ñèñòåìû (1.14) ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé èíòåãðàë:

v(x, y, z) = c, (1.15)

ãäå c = const . Ôóíêöèÿ (1.15) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

vxf + vyg + vzh = 0.

Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð grad(v) = (vx, vy, vz) = ∇v îðòîãîíàëåí âåêòîðó (f, g, h) . Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåêòîð ∇v ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì âåêòîðó f = (f, g, h) . Â
êà÷åñòâå áàçèñà ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, òàêèå âåêòîðû:

g1 = (g − h, h− f, f − g),

g2 = (g(f − g)− h(h− f), h(g − h)− f(f − g), f(h− f)− g(g − h)).

Èìååì
(f, g1) = 0, (f, g2) = 0, (g1, g2) = 0, g2 = f × g1.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

∇v = µ1g1 + µ2g2,

ãäå µ1, µ2 - ñêàëÿðíûå ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, z . Åñëè ôóíêöèÿ v ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå v = v1 + v2 , òàê ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∇v = ∇v1 +∇v2 , à âåêòîðû
∇v1 , ∇v2 êîëëèíåàðíû ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðàì g1, g2 , òî ñïðàâåäëèâû ïîñëåäóþùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ (1.15) ñóùåñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû
ïðè îäíîì i = 1, 2 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìà óðàâíåíèé

∇vi = µgi, (1.16)

ãäå µ = µ(x, y, z) - íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Âûïèøåì óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè
óðàâíåíèé (1.16) äëÿ i = 1 :

µy(g − h) + µ(gy − hy) = µx(h− f) + µ(hx − fx),

µz(g − h) + µ(gz − hz) = µx(f − g) + µ(fx − gx),

µz(h− f) + µ(hz − fz) = µy(f − g) + µ(fy − gy).

Ïîñëåäíþþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå:

A1∇µ = µF1. (1.17)
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Ìàòðèöà A1 è âåêòîð F1 â âûðàæåíèÿõ (1.17) îïðåäåëåíû âïîëíå:

A1 =

− (h− f) g − h 0
−(f − g) 0 g − h

0 −(f − g) h− f

 , F1 =

hx − fx − (gy − hy)
fx − gx − (gz − hz)
fy − gy − (hz − fz)

 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A1 â ñèëó ñâîåé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ïðè ëþáûõ
f, g, h . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.17) âîçìîæíî ëèøü òî-
ãäà, êîãäà âåêòîð F ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòîëáöû ìàòðèöû A :

rank(A) = rank(A,F ).

Íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ íàñ áóäåò òàêæå ñèòóàöèÿ, êîãäà F1 = 0 , ïðè ýòîì ïîëó-
÷àåòñÿ µ(x, y, z) = const . Ïðè i = 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû A è
âåêòîðà F :

A2 =

− h(g − h) + f(f − g) g(f − g)− h(h− f) 0
−f(h− f) + g(g − h) 0 g(f − g)− h(h− f)

0 −f(h− f) + g(g − h) g(f − g)− f(f − g)

 ,

F2[1] = fx(g − 3f)− fy(g + h) + gx(h+ f)− gy(f − 2g) + hx(g − 2h) + hy(2h− f),

F2[2] = fx(h− 2f)− fz(g + h) + gx(h− 2g) + gz(2g − f) + hx(f + g) + hz(2h− f),

F3[3] = fz(2f − g) + fy(h− 2f)− gz(h+ f)− gy(2g − 2h) + hz(2h− g) + hy(f + g).

Ìàòðèöà A2 òàêæå âûðîæäåííàÿ, è ðåøåíèå âîçìîæíî òîæå íå âñåãäà. Òàêèì îáðàçîì,
â íåâûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé µ1 , µ2

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1∇µ1 + A2∇µ2 = µ1F1 + µ2F2. (1.18)

Ýòî - ñèñòåìà òðåõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ
äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî, ïîñêîëüêó ìàòðè-
öû A1, A2 âûðîæäåííûå, óðàâíåíèÿ (1.18) íå ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî âñåõ
òðåõ ïðîèçâîäíûõ µ1x , µ1y , µ1z èëè µ2x , µ2y , µ2z , íî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.18)
ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ïî x, y :

∂µ1
∂x

= a(x, y, z)µ1 + A(x, y, z, µ2, µ2x , µ2y , µ2z),
∂µ1
∂y

= b(x, y, z)µ1 +B(x, y, z, µ2, µ2x , µ2y , µ2z).
(1.19)

Çäåñü A,B - ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî µ2 , µ2x , µ2y , µ2z . Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå
ïî y , à âòîðîå ïî x , ïîëó÷àåì

(ay − bx)µ1 = L[µ2], (1.20)

ãäå

L[µ2] = −(aB − bA+
dA

dx
− dB

dy
)

- äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà. Ð. Êóðàíò [5] ïîêàçàë, ÷òî â àíàëèòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå óñëîâèå

ay = bx (1.21)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Ò å î ð å ì à 1.2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî èíòå-
ãðàëà äëÿ ñèñòåìû (1.18) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé (1.21).

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.9) ê ñëåäóþùåìó âèäó: ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
âåëè÷èíû µ2 , µ2x , µ2y , µ2z , ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü, ñîäåðæàùèå âåëè÷èíû µ1 , µ1x ,
µ1y , µ1z - â ëåâóþ. Ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû α1(x, y, z) , α2(x, y, z) , α3(x, y, z) .
Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y + F1[1]µ1 = α1,
A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1z + F1[2]µ1 = α2,
A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1z + F1[3]µ1 = α3,
A2[1, 1]µ2x + A2[1, 2]µ2y + F2[1]µ2 = α1,
A2[2, 1]µ2x + A2[2, 3]µ2z + F2[2]µ2 = α2,
A2[3, 2]µ2y + A1[3, 3]µ2z + F1[3]µ2 = α3.

(1.22)

Ìû ïîëó÷èëè äâå ãðóïïû óðàâíåíèé, ïåðâóþ èç êîòîðûõ - äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè µ1 ,
âòîðóþ - îò µ2 . Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ îáùèìè ëèíåéíûìè [4] èëè ëèíåéíûìè íåîäíîðîä-
íûìè [3]. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ (1.22):

X1(µ1) = A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y + F1[1]µ1 − α1 = 0,
X2(µ1) = A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1z + F1[2]µ1 − α2 = 0,
X3(µ1) = A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1z + F1[3]µ1 − α3 = 0.

(1.23)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
X̄1(µ1) = A1[1, 1]µ1x + A1[1, 2]µ1y ,

X̄2(µ2) = A1[2, 1]µ1x + A1[2, 3]µ1z ,

X̄3(µ1) = A1[3, 2]µ1y + A1[3, 3]µ1z .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A1 âûðîæäåííàÿ, èç ñèñòåìû (1.23) íåâîçìîæíî íàéòè âåëè÷èíû µ1x ,
µ1y , µ1z . Ïðèâåäåì ñèñòåìó (1.23) ê çàìêíóòîé ôîðìå. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü äâà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïî µ1x , µ1y , µ1z óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, X1 , X2 , è ñîñòàâèòü ñêîáêó
ßêîáè:

[X1, X2] = A1[1, 1](
∂X2

∂x
+ µ1xF1[2])− A1[2, 1](

∂X1

∂x
+ µ1F1[1])+

+A1[1, 2](
∂X2

∂y
+ µ1yF1[2])− A1[2, 3](

∂X1

∂z
+ µ1zF1[2]).

Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî [X1, X2] = X̄1(X2(µ1)) − X̄2(X1(µ1)) . Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ïî-
ëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìî ñ óðàâíåíèÿìè X1, X2 , òîãäà ïîëó÷èâøóþñÿ
ñèñòåìê ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî µ1 .

2. Çàêëþ÷åíèå

Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé ëåã÷å ðåàëèçóþòñÿ â èíæå-
íåðíîì ñìûñëå. Êîíå÷íî, ïîíÿòèå ïðîñòîòû âåñüìà îòíîñèòåëüíî, íî, ñêàæåì, êâàäðàòè÷-
íûå ñèñòåìû âûçîâóò ïðåäïî÷òåíèå ó ëþáîãî êîíñòðóêòîðà ïåðåä ñèñòåìàìè, âêëþ÷àþ-
ùèìè áîëåå ñëîæíûå íåëèíåéíîñòè. Ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïðîñòîé ñòðóê-
òóðîé, èìåþùèõ íåñêîëüêî íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, íî èìåþùèõ çàäàííûì
îáðàçîì ãåîìåòðè÷åñêè ëîêàëèçîâàííîå îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ê òîìó
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æå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü âåñüìà ýôôåêòèâíûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ. Ïî ñóòè ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óñòîé÷èâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíûõ è ëèíåàðèçîâàííûõ ñèñòåì. Íî â äàííîì ñëó÷àå àë-
ãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, áåñïîìîùíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòèõ
ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà ñëîæíà. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòå-
ìû òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåîñóùåñòâèìî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ì.Á. Àâäååâà, Ñ.Â. Çóáîâ,È.Ñ. Ñòðåêîïûòîâ, �Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîæåñòâ�, "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ", Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêàäå-
ìèè íàóê (Ðÿçàíü), 17, Ðÿçàíñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 390000, ã. Ðÿçàíü, óë. Ñâîáîäû,
36, 2012, 9-12.

2. À.Â. Çóáîâ,Ê.À. Ïåøåõîíîâ,Ñ.À. Ñòðåêîïûòîâ,Ì.Â. Ñòðåêîïûòîâà, �Òðåõìåðíûå
êâàäðàòè÷íûå ñèñòåìû�, "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ", Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêà-
äåìèè íàóê (Ðÿçàíü), 17, Ðÿçàíñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 390000, ã. Ðÿçàíü, óë. Ñâîáîäû,
36, 2012, 13-16.

3. Â.È. Çóáîâ,È.Â. Çóáîâ,À.Ô. Çóáîâà,À.È. Èâàíîâ, �Óðàâíåíèå äëÿ ðåãóëÿðíîãî èí-
òåãðàëà�, "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ", Èçâåñòèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (Ðÿ-
çàíü), 17, Ðÿçàíñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò, 390000, ã. Ðÿçàíü, óë. Ñâîáîäû, 36, 2012, 17-20.

4. À.Â. Çóáîâ,Ñ.Â. Çóáîâ, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòíûõ äâèæåíèé, ÀÎÎÒ "Ìîáèëüíîñòü-ïëþñ",
ÑÏá., 2012, 357 ñ.

5. À.Â. Çóáîâ,Î.À. Øàáóðîâà, Óïðàâëåíèå äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, Èçä-âî ÍÈÈ
Õèìèè ÑÏáÃÓ, ÑÏá., 2005, 83 ñ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 3



56

The method of bring third measures quadrate systems

from one equation of second order

c⃝ A. F. Zubova5, V. I. Zubov6, I. V. Zubov7, S. A. Strecopitov8

Abstract. In giving article is looks the way of bring third quadrate system of di�erential equations
ti one equation of second order. Is bring investigation simple on structure di�erential equations,
is works technology of building simple quadrate systems, is possesses giving limiting measures,
important in the tasks of controlling.
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