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Î ñòðóêòóðå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé

c⃝ Í. Â. Èñàåíêîâà1, Å. Â. Æóæîìà2, À. Å. Øèøåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìû îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â èçó÷åíèè íåáëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, îäíîìåðíîå âåòâ-
ëåííîå ìíîãîîáðàçèå

1. Ââåäåíèå

Êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Ed(x) = dx(mod 1) , d ≥ 2 , ãäå S1 íàäåëåíà öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòîé x(mod 1) . Íàïîì-
íèì, ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì [8]. Ýíäî-
ìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 [6]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî
Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì ( g : S1 → S1 - ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîð-
ôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [8] êëàññèôèöèðîâàë ðàñòÿãèâàþùèåñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêà-
çàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè â êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ
ýíäîìîðôèçìîâ.

ßêîáñîí [4] ðàññìàòðèâàë Cr -ýíäîìîðôèçìû ( r ≥ 1 ), êîòîðûå ìîãóò èìåòü òî÷êè, â
êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â [4] âûäåëÿëîñü èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Σ
êàíòîðîâñêîãî òèïà, ïðèíàäëåæàùåå íåáëóæäàþùåìó ìíîæåñòâó Ω , è ââîäèëîñü ïîíÿ-
òèå Σ -óñòîé÷èâîñòè, àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ Ω -óñòîé÷èâîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff 1(M)
ïðîñòðàíñòâî C1 äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M , íàäåëåííîå ðàâíîìåðíîé C1 òî-
ïîëîãèåé. Äèôôåîìîðôèçì f ∈ Diff 1(M) íàçûâàåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò
åãî îêðåñòíîñòü U(f) ⊂ Diff 1(M) òàêàÿ, ÷òî ëþáîé g ∈ U(f) Ω -ñîïðÿæåí f . Äèô-
ôåîìîðôèçì f ∈ Diff 1(M) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî
îêðåñòíîñòü U(f) ⊂ Diff 1(M) òàêàÿ, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(f) ñîïðÿæåí f .
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Σ è f |Ω ýíäîìîðôèçìà f íà Σ è Ω ñîîòâåòñòâåííî
ñîïðÿæåíû îäíîñòîðîííèì ìàðêîâñêèì öåïÿì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Íèòåöêè [6] îïèñàë íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ íåîñîáûõ Cr -
ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè (îòìåòèì ÷òî ðàñòÿãèâàþùèå ýíäîìîðôèçìû ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâû, íî ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå îò ðàñòÿãèâàþùèõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ýíäîìîð-
ôèçìû).

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè. d -
íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì S1 →
S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê. Â ñòàòüå
[3] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè
ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ
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òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], [2]). Â [3] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòà-
öèþ d -íàêðûòèÿ, êîãäà d > 0 è ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíûì êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàí-
òîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàäåëåííîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè
d . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ, âêëþ÷àÿ âàæíûé
êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Òàêæå â ñòàòüå [3] èçó÷åíî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè, à èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò êàíòîðîâñêîå
ìíîæåñòâî ïëþñ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â. Ç. Ãðèíåñà, Î. Â. Ïî÷èíêó, Ñ. Â. Ãîí÷åíêî çà
ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, à èìåííî, ãðàíòîâ 12-01-00672-à è 13-01-12452-îôè-ì.

Âàæíûì îáîáùåíèåì ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè S1 ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìû îäíî-
ìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé, ââåäåííûõ Âèëüÿìñîì â ñòàòüå [9] äëÿ èçó÷åíèÿ îäíî-
ìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ. Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîñî-
áûå ýíîìîðôèçìû îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé, ñ îäíèì òîëüêî îòëè÷àåì, ÷òî
ýíäîìîðôèçìû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñî-
áûõ ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé ñëåäóþùåãî âèäà:

A −→ −B + A+B

B −→ C −B + A

C −→ B + C −B

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå K , è ïóñòü φ : K → K � íåîñî-
áûé ýíäîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì áóêâîé Υ - êëàññ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíîãî
âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñì. ðèñ. 1.1).

À

Â

Ñ

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Îòîáðàæåíèå Âèëüÿìñà

Ïåðåéäåì ê íåîáõîäèìûì îïðåäåëåíèÿì è ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Íà-
ïîìíèì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé,
åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå fn(U)∩U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ïîëîæèòåëüíûõ n .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f1 : S1 → S1 ïîëóñîïðÿæåíî f2 : S1 → S1 , åñëè
ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → S1 òàêîå, ÷òî
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h ◦ f1 = f2 ◦ h , òî åñòü èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 f1−→ S1

↓ h ↓ h
S1 f2−→ S1.

Åñëè h - ãîìåîìîðôèçì, òî f1 , f2 íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòîáðàæåíèÿìè.
Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, äëÿ èçó÷åíèÿ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ

èç êëàññà Υ íåîáõîäèìî çíàòü ñòðóêòóðó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñîáûõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â ñòàòüå [3].

Èòàê, ïóñòü g : S1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñòåïåíè d ≥ 2 . Ðàñ-
ñìîòðèì íåïðåðûâíîå è ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå h : S1 → h(S1) = S1 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ◦ ïîäìíîæåñòâî òàêèõ x ∈ S1 , ÷òî h−1(h(x)) � îäíà òî÷êà. Ìíî-
æåñòâî S1 \ Σ◦ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
èíòåðâàëîâ. S1 \ Σ◦ = ∪∞

i=1[ai, bi] , ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h−1 (h[ai, bi]) = [ai, bi] äëÿ
âñåõ i ∈ N , è [ai, bi] ∩ [aj, bj] = ∅ , ïðè i ̸= j . Èíòåðâàëû [ai, bi] íàçûâàþòñÿ ñìåæíû-
ìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå îòêðûòûå èíòåðâàëû (ai, bi) - îòêðûòûìè ñìåæíûìè. Ñìåæíûé
èíòåðâàë [a, b] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè gk([a, b]) = [a, b] äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N ,
êîíöåâûå òî÷êè ïåðèîäè÷åñêîãî ñìåæíîãî èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σg îáúåäèíåíèå Σ◦ ñî âñåìè êîíöåâûìè òî÷êàìè ai , bi ñìåæíûõ èí-
òåðâàëîâ ìíîæåñòâà S1 \ Σ◦ , Σg = Σ◦∪

i≥1 ({ai} ∪ {bi}) .
Åñëè g � òðàíçèòèâíûé ýíäîìîðôèçì, òî NW (g) = S1 . Â ñòàòüå [3] ïîêàçàíî, ÷òî

åñëè g : S1 → S1 � íåîñîáûé è íåòðàíçèòèâíûé ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 , òîãäà
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g) åñòü îáúåäèíåíèå Σg ñî âñåìè ïåðèîäè÷åñêèìè
òî÷êàìè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ . Òîãäà
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) åñòü îáúåäèíåíèå êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà ñî
âñåìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîìåæóòêàìè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ëþáîé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ ïîëóñîïðÿæåí ñ íåêîòîðûì íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì
îêðóæíîñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ , òîãäà
ñóùåñòâóåò íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 g : S1 → S1 è íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå h : S1 → K , ïîëóñîïðÿãàþùåå φ ñ g , òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h◦g = φ◦h
è âåðíà ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 g−→ S1

↓ h ↓ h
K φ−→ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðèñóíêè 2.1), 2.2), 2.3) äåìîíñòðèðóþò ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå
ïîëóñîïðÿãàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.1.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h ◦ gn = φn ◦ h.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè g â íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèç-
ìà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ φ .

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ , g : S1 → S1

íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 , òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

h(NW (g)) ⊂ NW (φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x ∈ h(NW (g)) , ïîêàæåì, ÷òî h(x) ∈ NW (φ) .
Âîçüìåì ëþáóþ ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè h(x) - Uε(h(x)) , òîãäà h−1[Uε(h(x))] = V (x) �

îêðåñòíîñòü òî÷êè x , x ∈ S1 . Òàê êàê òî÷êà x ∈ NW (g) , ñóùåñòâóåò n0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî
gn0 [V (x)]∩V (x) ̸= Ø , ñëåäîâàòåëüíî h[gn0 [V (x)]∩V (x)] ̸= Ø . Ïîñêîëüêó h - íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, âåðíî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå h[gn0 [V (x)] ∩ V (x)] ⊂ h ◦ gn0 [V (x)] ∩ h[V (x)] .
Çíà÷èò, h ◦ gn0 [V (x)] ∩ h[V (x)] ̸= Ø . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1., φn0 ◦ h[V (x)] ∩ h[V (x)] ̸= Ø .
Òàêèì îáðàçîì, h[V (x)] = Uε(h(x)) , è òîãäà φn0 [Uε(h(x)))] ∩ Uε(h(x)) ̸= Ø , ÷òî îçíà÷àåò
h(x) ∈ NW (φ) . �

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [3] è ëåììó 2.1., ìîæíî ïîêàçàòü è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
h−1(NW (φ)) ⊂ NW (g). Îòñþäà è ëåììû 2.2. âûòåêàåò ðàâåíñòâî NW (g) = NW (φ).
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò èç [3].
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Solenoidal basic sets of Smale-Vietoris À-di�eomorphisms
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Abstract. In the article, one considers the endomorphisms of the class Υ of branched 1-manifolds
with two branch points. The main result is a description of non-wandering set the endomorphisms
of the class Υ .
Key Words: Non-wandering set, nonsingular endomorphism, branched 1-manifold.
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