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Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè îäíîãî êëàññà ìàòðèö ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â òåðìèíàõ îòðèöàòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè â ïåðâîì ñëó÷àå è çíà÷åíèé ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî èíäåêñîâ âî âòîðîì
ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ýðìèòîâîé ñîñòàâëÿþùåé èõ àääèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ýðìèòîâà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ïîëèíîì

Êàê èçâåñòíî èç îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû ñ ìàòðèöåé B = A+A⋆

2 , ãäå A âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíàÿ êâàäðàòíàÿ
ìàòðèöà èç àääèòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ

A =
A+ A⋆

2
+
A− A⋆

2
= B + C (1.1)

ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû A . Îáðàòíîå íåâåðíî, áîëåå òîãî, äàæå äëÿ
ñâåðõ óñòîé÷èâîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû, ò. å. ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì îò-
ðèöàòåëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêå, íå ñëåäóåò îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåí-
íîñòü åå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Íóæíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè ìàòðèöà A íîðìàëüíàÿ (AA⋆ = A⋆A ), òî
äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà óñòîé÷èâîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå
ýðìèòîâà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû A êàê ñóììû ýðìèòîâîé ìàòðèöû
H1 è êîñîýðìèòîâîé jH2 â ðàçëîæåíèè

A =
A+ A⋆

2
+
A− A⋆

2
= H1 + jH2 (1.2)

è òîãî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíûõ ìàòðèö ñïåêòðû ìàòðèö H1 è H2 ñîâïàäàþò
ñ íàáîðàìè ðåàëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé ÷èñåë ñïåêòðà ìàòðèöû A (è îáå
ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íàçîâåì êâàäðàòíóþ âåùåñòâåííóþ ìàò-
ðèöó A ñèììåòðè÷íî ñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè îíà èìååò îòðèöàòåëüíîå
äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ïî ñòðîêå è ïî ñòîëáöó.
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Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íî
ñâåðõóñòîé÷èâà. Òîãäà äëÿ åå óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû åå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ êâàäðàòíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ îò-
ðèöàòåëüíûì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ðåàëüíîé ÷àñòè ïî ñòðîêå è
ñòîëáöó, ò. å.

−Reaii >
∑
i̸=j

|aij|, Reaii >
∑
i̸=j

|aji|. (1.3)

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Íàçîâåì n×n ìàòðèöó A èç êëàññà (n, k)
- ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò k êîðíåé
ñïðàâà è n− k ñëåâà îò ìíèìîé îñè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Ïðèíàäëåæíîñòü ýðìèòîâîé ñîñòàâëÿþùåé H1 èç (1.2) êëàññó (n, k) - ýê-
âèâàëåíòíîñòè íå äàåò èíôîðìàöèè î ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðèöû A ýòîìó æå
êëàññó. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà k = 0 , ò. å. H1 - óñòîé÷èâàÿ
ýðìèòîâà ìàòðèöà, à åå ýðìèòîâà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ k = 1, . . . , n − 1 èç íåðàâåíñòâà Ãèðøà äëÿ
ñïåêòðîâ ìàòðèö A , H1 :

minλ(H1) ≤ Reλ(A) ≤ maxλH1 (1.4)

íå ñëåäóåò íèêàêîé ñâÿçè ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ìàòðèöû A èç òîãî, ÷òî k
÷èñåë ñïåêòðà ìàòðèöû H1 íàõîäÿòñÿ ñïðàâà îò íóëÿ íà âåùåñòâåííîé îñè,
à n− k - ñëåâà îò íóëÿ.

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû óäîáíû òîëüêî òîãäà, êîãäà íóæíî îïðåäåëèòü êðàéíèå ñëó-
÷àè: îòðèöàòåëüíóþ è ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. Åñëè æå íóæíî íàéòè
èíäåêñ è ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, òî äëÿ áîëüøèõ n àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû íå ýôôåêòèâíû, à ÷èñëåííûå ìåòîäû òðåáóþò íå ìåíåå n3

3 àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ ìàòðèö êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîðÿäêà n . Îäíàêî, äàæå
åñëè íàéäåòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì òèïà ÌÌÏ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà åå
ìàòðèöû H1 èç (1.2), ýòî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, íè÷åãî íå äàñò äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó (n, k) ñàìîé ìàòðèöû A . Èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 1.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íîðìàëüíàÿ n × n ìàòðèöà A
ïðèíàäëåæàëà êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ýòîìó æå êëàññó ïðèíàäëåæàëà åå ýðìèòîâà ñîñòàâëÿþùàÿ A+A⋆

èç (1.2).
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Èç òåîðåìû (1.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîé ìàòðèöû A ýðìèòîâà êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A+A⋆ èìååò ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ ðàâíûé k
è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ðàâíûé n− k .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Íàçîâåì âåùåñòâåííóþ n× n ìàòðèöó A
ñèììåòðè÷íî k− äèàãîíàëüíîé, åñëè îíà èìååò ïîëîæèòåëüíîå k− äèà-
ãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ïî ñòðîêå è ïî ñòîëáöó, ò.å. äëÿ k ýëåìåíòîâ íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

aii >
∑
i̸=j

|aij|, aii >
∑
i̸=j

|aji|; (1.5)

à äëÿ îñòàëüíûõ n− k ýëåìåíòîâ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

−aii >
∑
i̸=j

|aij|, −aii >
∑
i ̸=j

|aji|. (1.6)

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ãåðøãîðèíà è íåðàâåíñòâî (1.4) ïîëó÷èì ñëåäóþùèé
êðèòåðèé.

Ò å î ð å ì à 1.4. Åñëè âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ñèì-
ìåòðè÷íî k− äèàãîíàëüíàÿ, òî äëÿ åå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó (n, k)− ýê-
âèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà åå êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû áûëà òîæå èç ýòîãî êëàññà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åå êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà èìåëà ïîëîæèòåëüíûé èíäåêñ k è îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ
n− k .

Íåòðóäíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 4
äëÿ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ k− äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì äëÿ ðåàëüíûõ
÷àñòåé ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïî ñòðîêå è ñòîëáöó.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ 10-

08-00624).
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Abstract. In this article is �nd su�ciently and necessary conditions of stability and un stability
one class of matrixes linear operators in terms deny de�nite in �rst case and meanings plus and
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