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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ

ïîâåðõíîñòåé ñ îäíîìåðíûìè èíâàðèàíòíûìè

òðàíçèòèâíûìè ìíîæåñòâàìè

c⃝ À. Í. Ñàõàðîâ1, Å. Â. Òðåãóáîâà2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé. Îïèñàíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó äèíàìèêîé òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ è òîïîëî-
ãèåé íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç ðàñìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü,
òðàíçèòèâíûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêà-
öèè äèôôåîìîðôèçìîâ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé èç êëàññà G òàêèõ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî f ∈ G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ;

2. NW (f) � íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå3 äèô-
ôåîìîðôèçìà f.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru

3 Ïóñòü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, Df : TM → TM �
äèôôåðåíöèàë f. f -èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂ M íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì,
åñëè îãðàíè÷åíèå íà N êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ðàññëîåíèé, îäíî èç êîòîðûõ � TN, à äâà äðóãèõ � óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ðàññëîåíèÿ, îáîçíà÷àåìûå
Es è Eu, ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà M îãðàíè÷åíèÿ Df íà Es

äîëæíî áûòü ñæàòèåì, îãðàíè÷åíèå Df íà Eu äîëæíî áûòü ðàñøèðåíèåì, à îãðàíè÷åíèå íà TN äîëæ-
íî áûòü îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå 0 < µ−1 < λ < 1 è c > 0
òàêèå, ÷òî

TNM = TN ⊕ Es ⊕ Eu,

(Df)xE
s
x = Es

f(x) è (Df)xE
u
x = Eu

f(x) äëÿ âñåõ x ∈ N,

∥Dfnv∥ ≤ cλn∥v∥ äëÿ âñåõ v ∈ Es è n > 0,

∥Df−nv∥ ≤ cλn∥v∥ äëÿ âñåõ v ∈ Eu è n > 0,

è
∥Dfnv∥ ≤ cµ|n|∥v∥ äëÿ âñåõ v ∈ TN è n ∈ Z.
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3. ñóæåíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà ëþáóþ êðèâóþ èç
NW (f) ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì ãîìåîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñ îäíèì
è òåì æå èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ.

Óñëîâèå íîðìàëüíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî cîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ f [1], [2]. Îäíàêî âîçìó-
ùåííûé äèôôåîìîðôèçì íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò êëàññó G, òàê êàê
óñëîâèå 3 äëÿ íåãî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè îñíîâàíî íà ìåòîäàõ ðàáîòû [3], ïîñâÿùåí-
íîé ðåøåíèþ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ A-äèôôåîìîðôèçìîâ 3-ìíîãîîáðàçèé ñ
äâóìåðíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî êëàñ-
ñèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G ñâîäèòñÿ ê êëàññèôèêàöèè òðàí-
çèòèâíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè.

Íàïîìíèì, êëàññèôèêàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ èððàöèîíàëü-
íûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïóñòü χ : S1 → S1 � äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè
ñ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ α. Ñîãëàñíî òåîðåìå À. Ïóàíêàðå ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : S1 → S1, ïåðåâîäÿùåå χ â ïîâîðîò
íà óãîë α 4. Åñëè äèôôåîìîðôèçì χ ìèíèìàëåí, òî îòîáðàæåíèå p � ãîìåî-
ìîðôèçì è ÷èñëî âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì χ áóäåò êàíòîðîâî ìíîæå-
ñòâî C, à ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî âðàùåíèÿ è
ìíîæåñòâî T = p(I), ãäå I � ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ òî÷åê C [4].

Ïóñòü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G íà çàìêíóòîé ïî-
âåðõíîñòè M. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü
òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ M.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Äëÿ ëþáîãî f ∈ G âåðíî ñëåäóþùåå: çà-
ìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Vf = M \ NW (f)
ãîìåîìîðôíî S1 × [0, 1] .

Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìíîãîîáðàçèå M ãîìåîìîðôíî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâó Mτ , ïîëó÷åííîìó èç S

1 × [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1)
è (τ(z), 0), ãäå τ : S1 → S1 � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì.

Ë å ì ì à 1.1. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Mτ ãîìåîìîðôíî T2, åñëè ãî-
ìåîìîðôèçì τ cîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ; áóòûëêå Êëåéíà K2, åñëè τ ìåíÿ-
åò îðèåíòàöèþ.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ òîïîëîãèþ íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G.

4 Îòîáðàæåíèå p íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâñêîé ôóíêöèåé.
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Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü ìíîãîáðàçèå M äîïóñêàåò äèôôåîìîðôèçì
èç êëàññà G. Òîãäà M ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó T2 .

Ïîñòðîèì ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû èç êëàññà G íà òîðå T2 . Äëÿ ýòî-
ãî ñíà÷àëà ïîñòðîèì ìîäåëè ãðóáûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè S1 , ïðåä-
ñòàâëÿÿ å¼ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî S1 = R/Z ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé
π : R → S1 .

Äëÿ n, k ∈ N è öåëîãî l , òàêîãî ÷òî äëÿ k = 1 , l = 0 è äëÿ k > 1 ,
l ∈ {1, . . . , k− 1} âçàèìíî ïðîñòî ñ k , ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
φ+ ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l â ìíîæåñòâå ãðóáûõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðå-
îáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè. Äëÿ q ∈ N ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
φ− ñ ïàðàìåòðîì q â ìíîæåñòâå ãðóáûõ ìåíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðåîáðàçî-
âàíèé îêðóæíîñòè.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψ̃m : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) äëÿ m ∈ N ;
η̃k,l : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé η̃k,l(r) = r − l

k ;
η̃ : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé η̃(r) = −r ;
φ̃+ = η̃k,lψ̃n·k : R → R è φ̃− = η̃ψ̃q : R → R .
Òàêèì îáðàçîì,
φ̃+(r) = ψ̃n·k(r)− l

k è φ̃+(r + ν) = φ̃+(r) + ν ;

φ̃−(r) = −ψ̃q(r) è φ̃−(r + ν) = φ̃−(r)− ν .
Ñëåäîâàòåëüíî ñëåäóþùèå äèôôåîìîðôèçìû êîððåêòíî îïðåäåëåíû:

φσ = πφ̃σπ
−1 : S1 → S1, σ ∈ {+,−} .

Ïðåäñòàâèì òåïåðü S1 êàê ìíîæåñòâî òî÷åê S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Äëÿ
èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α ∈ (0, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç φα : S1 → S1 äèôôåî-
ìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé φα(z) = e2παz .

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì ψσ : T2 → T2 ôîðìóëîé φσ(z1, z2) =
(φα(z1), φσ(z2)) , ãäå (z1, z2) ∈ T2 = S1 × S1 .

Îáîçíà÷èì Ψ+ (Ψ− ) ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ψ+ (ψ− ). Ïîëîæèì
Ψ = Ψ+ ∪Ψ− .

Êàæäûé äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà Ψ+ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ïàðà-
ìåòðîâ {α, n, k, l} , êàæäûé äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà Ψ− õàðàêòåðèçóåòñÿ
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ {α, q} .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ ìîäåëüíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ò å î ð å ì à 1.3.
1. Äâà äèôôåîìîðôèçìà ψ+;ψ

′
+ ∈ Ψ+ ñ ïàðàìåòðàìè

{α, n, k, l}; {α′, n′, k′, l′} òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà α = α′ ,n = n′, k = k′ , è ëèáî l = l′ , ëèáî l = k′ − l′ .
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2. Äâà äèôôåîìîðôèçìà ψ−;ψ
′
− ∈ Ψ− ñ ïàðàìåòðàìè {α, q}; {α′, q′} òî-

ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = α′ è q = q′ .
3. Íå ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ψ+ ∈

Ψ+ è ψ− ∈ Ψ− .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ò å î ð å ì à 1.4. Êàæäûé äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåí íåêîòîðîìó ìîäåëüíîìó äèôôåîìîðôèçìó èç êëàññà Ψ.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è Î.Â. Ïî÷èíêó çà
âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè. Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ
� 12-01-00672à.
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Topological classi�cation of surface di�eomorphisms with

one-dimensional invariant transitive sets

c⃝ A. N. Sakharov5, E. V. Tregubova6

Abstract. We consider di�eomorphisms of surfaces having as non-wandering set NW (f) �nite
number of normally hyperbolic circles. Describe the relationship between the dynamics of such
di�eomorphisms and supporting manifold topology. The topological classi�cation is obtained for
the considered class of di�eomorphisms
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