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ÓÄÊ 517.938

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ

ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé

ïîñðåäñòâîì ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, À. Í. Ñàõàðîâ2, Å. Â. Òðåãóáîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [7] è ïîñâÿùåíà òîïîëîãè÷åñêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 , ñ èñïîëüçîâàíèåì ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ðàññìîò-
ðåí êëàññ G(Mn) ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, âñå ñåä-
ëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1 èëè (n−1) . Ïîêàçàíî, ÷òî íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîòîêîâ èç êëàññà G(Mn)
ñîñòîèò â ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé è îäíîâðåìåííîì âû-
ïîëíåíèè ñïåöèàëüíîãî óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé íà âûäåëåííîé ïîâåðõíîñòè óðîâ-
íÿ. Âûäåëåí êëàññ ïîòîêîâ G0(M

n) , äëÿ êîòîðûõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî
èçó÷åíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà èç ôèçè÷åñêîãî êîíòåêñòà ìîäåëè (íàïðèìåð, êàê ôóíêöèÿ ýíåð-
ãèè äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìåõàíèêå, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, èëè, ïðè
óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, êàê ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ :Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè âñå åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
íåâûðîäåíû, òî åñòü äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Mn îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãåñ-

ñå
(

∂2φ
∂xi∂xj

)
|p â ýòîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñîãëàñíî ëåììå Ìîðñà (ñì. [10], ëåììà 2.2),

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû y1, . . . , yn íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ φ èìååò
âèä φ(y1, . . . , yn) = φ(p) − y21 − · · · − y2k + y2k+1 + · · · + y2n. ×èñëî k ∈ [0, n] íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò è íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì òî÷êè p . Áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñ
êðèòè÷åñêîé òî÷êè ÷åðåç ind(p) .

Ãëàäêèé ïîòîê, èíäóöèðîâàííûé âåêòîðíûì ïîëåì X = −grad φ , íàçûâàåòñÿ ãðà-
äèåíòíûì ïîòîêîì. Ãðàäèåíòíûé ïîòîê íå èìååò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, à ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ôóíêöèè φ . Àíàëîãè÷íî ìåòîäàì, ïðèìåíÿâøèìñÿ Ëÿïóíîâûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ W u

p ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p (èíäåêñ Ìîðñà) ðàâíà ind(p) (ñì. òàêæå [12], Proposition).
Îäíàêî, êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàäèåíòíîãî ïîòîêà, âîîáùå ãîâîðÿ, çà-
âèñèò îò âûáîðà ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè Mn . Â ñèëó ðàáîòû [16] (Theorem A) ãðàäèåíò-
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ansakharov2008@yandex.ru.

3 ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé
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íûé ïîòîê ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêî àïïðîêñèìèðîâàí (â C1 -òîïîëîãèè) ïîòîêîì
Ìîðñà-Ñìåéëà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí çàäàåòñÿ ãëàäêèì
âåêòîðíûì ïîëåì4 v :Mn → TMn è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pl (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ v(x) â îñîáûõ
òî÷êàõ èìååþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè) è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé γ1(t), . . . , γm(t) (ìóëüòèïëèêàòîðû5 ëþáîé çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè ïî ìîäóëþ íå ðàâíû 1);

2. óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïî-
òîêîì.

Èç ðàáîòû Ñ. Ñìåéëà [16] (Theorem B) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî
ïîòîêà f t íà Mn ñóùåñòâóåò ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � òàêàÿ
ôóíêöèÿ φ :Mn → [0, n] , ÷òî:

1. ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà;

2. ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè φ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ Ω(f t) ïîòîêà f t ;

3. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ̸∈ Ω(f t) è ëþáîãî t > 0 ;

4. φ(p) = ind(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ Ω(f t) .

Áîëåå òîãî, Ñìåéë â [16] çàìåòèë, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìåòðèêà íà Mn , â êîòîðîé
ïîòîê f t ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûì ïîòîêîì äëÿ ñâîåé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè φ .

K. Ìåéåð â ðàáîòå [9] îáîáùèë ðåçóëüòàò Ñìåéëà, ïîñòðîèâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà Mn ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà, òî åñòü òàêóþ ôóíöèþ
Ìîðñà, ãåññèàí êîòîðîé â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâûðîæäåí â íàïðàâëåíèè, íîð-
ìàëüíîì ê êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó óðîâíÿ. Áîëåå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ìåéåðà
ñëåäóåò, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè
ýòîãî ðåçóëüòàòà íàïîìíèì, ÷òî ïîòîêè f t, f ′t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn , ïåðåâîäÿùèé
òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè íà òðàåêòî-
ðèÿõ. Äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà êëàññû îòíîñèòåëüíî îòíîøå-
íèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñàìîèíäåêñèðóþùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùåå Ð. Òîìó (ñì. [18]).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äâå ãëàäêèå ôóíêöèè φ : Mn → R è φ′ : Mn → R íà-
çûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìû H :Mn →Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî

φ′H = χ φ.

4 Êàê âñåãäà, ñèìâîëû TMn è NMn îáîçíà÷àþò êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì Mn.

5 Ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ëèíåéíîé ÷àñòè îòîá-
ðàæåíèÿ çà ïåðèîä, îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ.
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Ìåéåð äîêàçàë, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñàìîèíäåêñèðóþùèõñÿ ýíåðãåòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, à â ñëó÷àå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà ìíîãî-
îáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n = 2 ýòî óñëîâèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì6.

Ïðèâëå÷åíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôè-
êàöèè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, åñëè ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ èçâåñòíà èç ôèçè÷åñêèõ ñîîîáðàæåíèé � íàïðèìåð, êàê ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìåõàíèêå, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå, ïðè
óñëîâèè ïðåíåáðåæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè, ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ (òàêàÿ ìî-
äåëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîëíå÷íîé êîðîíû âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [15], [1] è ðàçâèòà
â [21],[22]).

Öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè â òåðìèíàõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ñèñòåì èç êëàññà G(Mn) , ñîñòîÿùåãî
èç ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, âñå ñåäëîâûå ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1 èëè (n− 1) .

Äëÿ ïîòîêà f t ∈ G(Mn) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíäåêñà
Ìîðñà i ∈ {0, 1, n−1, n} , è ÷åðåç |Ωi| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ωi . Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
Mn è ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ G(Mn) . Òîãäà g = |Ω1∪Ωn−1|−|Ω0∪Ωn|+2
2

ÿâëÿåòñÿ öå-
ëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè g = 0 , òî Mn ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé Sn ;
2) åñëè g > 0 , òî Mn ãîìåîìîðôíî ñâÿçíîé ñóììå7 g êîïèé ìíîãîîáðàçèÿ Sn−1×S1 .

Â îòëè÷èå îò äâóìåðíîé ñèòóàöèè, óæå â êëàññå G(Mn) ïðè n ≥ 3 ñóùåñòâóþò òî-
ïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûå ïîòîêè, èìåþùèå ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè
(ïðèìåðû òàêèõ ïîòîêîâ îïèñûâàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 3.1.). Ýòîò ôàêò ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ðàçëè÷àþùèõ òîïîëîãè÷åñêè íåýê-
âèâàëåíòíûå ïîòîêè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî èíâàðèàíòà ïðåäñòàâèì ìíîãîîáðàçèå Mn â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ àòòðàêòîðà A = W u

Ω1∪Ω0
, ðåïåëëåðà R = W s

Ωn−1∪Ωn
è ìíîæå-

ñòâà V = Mn \ (A ∪ R) , ñîñòîÿùåãî èç áëóæàþùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t , èäóùèõ îò A
ê R . Áóäåì íàçûâàòü V õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü φ : Mn → [0, n] � ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ f t .
Ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ óðîâíÿ c ∈ (1, n − 1) íàçîâåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé (îíà
ïåðåñåêàåò êàæäóþ òðàåêòîðèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â òî÷íîñòè â îäíîé
òî÷êå).

Ñíàáäèì øòðèõîì îáúåêòû ïîòîêà f ′t ∈ G(Mn) , àíàëîãè÷íûå ââåäåííûì îáúåêòàì
äëÿ f t .

6 Â ðàáîòå [9] (proposition) óòâåðæäàëîñü, ÷òî ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. À.À. Îøåìêîâ è Â.Â. Øàðêî â ðàáîòå [11] ïðèâåëè ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòî-
êîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè íà òîðå, èìåþùèìè ýêâèâàëåíòíûå ñàìîèíäåêñèðóþùåñÿ
ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè, è îòìåòèëè, ÷òî ðåçóëüòàò Ìåéåðà îñòàåòñÿ âåðíûì òîëüêî äëÿ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ

7 Ñâÿçíîé ñóììîé Mn
1 ♯M

n
2 äâóõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ n -ìíîãîîáðàçèé Mn

1 , Mn
2 íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèå Mn
1 ♯M

n
2 , ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì èç Mn

1 ,M
n
2 øàðîâ Bn

1 ⊂ Mn
1 , Bn

2 ⊂ Mn
2 è ñêëåèâàíèåì

îñòàâøèõñÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà φ : ∂Bn
1 → ∂Bn

2 , îáðàùàþùåãî åñòåñòâåí-
íóþ îðèåíòàöèþ ∂Bn

1 .
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ, φ′

äëÿ ïîòîêîâ f, f ′t ∈ G(Mn) íàçîâ¼ì ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû H : Mn → Mn è χ : [0, n] → [0, n] òàêèå,
÷òî φ′H = χ φ (òî åñòü ôóíêöèè φ, φ′ ýêâèâàëåíòíû ) è H(W s

Ω1
∩Σ) = W s

Ω′
1
∩H(Σ) ,

H(W u
Ωn−1

∩ Σ) = W u
Ω′

n−1
∩H(Σ) äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ G(Mn) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, èõ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîãëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíû.

Â ðàçäåëå 3.3. âûäåëÿåòñÿ êëàññ G0(M
n) ⊂ G(Mn) ïîòîêîâ, äëÿ êîòîðûõ èç ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñàìîèíäåêñèðóþùèõñÿ ôóíêöèé ñëåäóåò èõ ñîãëàñîâàííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, è
òàêèì îáðàçîì, ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëî-
ãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Êëàññ G0(M

n) ñîñòîèò èç ïîòîêîâ, èíäåêñ Ìîðñà âñåõ ñåäëîâûõ
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîòîðûõ ðàâåí 1. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1. (ñì. òàê-
æå [4], òåîðåìà 1) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f t ∈ G0(M
n) íåáëóæäàþùåå ìíî-

æåñòâî Ω(f t) ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k+1 ñòîê, à îáúåìëþùåå
ìíîãîîáðàçèå Mn äèôôåîìîðôíî n-ñôåðå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 3.3. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ G0(M
n) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíû èõ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ èç êëàñ-
ñîâ G(M3) , G(Sn) , n ≥ 3 , ðåøàëàñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [20], [19], [14], [13]. Äæ. Ôëåé-
òàñîì â [20] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëÿðíûõ ïîòîêîâ8 íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ðàçìåðíîñòè 2 è 3 ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Õåãîðà. ß. Ë. Óìàíñêèì â [19] ïîëó÷åíà
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò. Â ýòîé ðàáîòå äëÿ êëàññèôèêàöèè èñïîëü-
çîâàëñÿ êîìáèíàòîðíûé èíâàðèàíò, îïèñûâàþùèé âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îñîáûõ òðàåê-
òîðèé ïîòîêà, àíàëîãè÷íûé ñõåìå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ââåäåííîé Å.À. Ëåîíòîâè÷ è
À.Ã. Ìàéåðîì äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íà
ñôåðå S2 . C.Þ. Ïèëþãèíûì â [13] çàìå÷åíî, ÷òî â ñëó÷àå Mn = Sn , n ≥ 3 , êëàññ G(Sn)
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷å-
íèé è ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ïîòîêîâ ïðè ïîìîùè îáîá-
ùåíèÿ ñõåìû Ëåîíòîâè÷-Ìàéåðà. À.Î. Ïðèøëÿê â [14] ïîëó÷èë ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ
êëàññèôèêàöèþ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Èíâàðèàíò, ââå-
äåííûé â ðàáîòå [14], òàê æå êàê è èíâàðèàíò Äæ. Ôëåéòàñà, ÿâíî âêëþ÷àåò èíôîðìàöèþ
î ñëåäàõ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðå-
ìà 1.2., ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò íà ñëó÷àé ïîòîêîâ èç
êëàññà G(Mn) íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n > 3 .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ 12-01-00672,
13-01-12452-îôè-ì ÐÔÔÈ).

8 Ïîëÿðíûì ïîòîêîì íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïîòîê, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ êîòî-
ðîãî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí ñòîê è ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñåäåë.
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2. Òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîòîêîâ èç G(Mn)

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.
Ïóñòü f t ∈ G(Mn) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ≥ 0 ÷èñëî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

ïîòîêà f t è ÷åðåç f ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà f t . Òîãäà f : Mn → Mn � äèô-
ôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîãî ñîñòîèò
èç k íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíäåêñà Ìîðñà 1.

Åñëè k = 0 , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî Sn
(ñì., íàïðèìåð, [6], òåîðåìà 2.2.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ i < k è äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ
i = k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ÷èñëî ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ωn−1 íåïóñòî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïåðåéòè ê äèôôåîìîðôèçìó f−1 ). Ïóñòü σ ∈ Ωn−1 .

Ñôåðà Sn−1 = cl (W u
σ ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àòòðàêòîðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñó-

ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(Sn−1) ∈ Mn è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r(σ) òàêîå, ÷òî
f r(σ)(U(Sn−1)) ⊂ int U(Sn−1) . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r(σ) = 1 äëÿ
ëþáîãî σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f , ïðè
ýòîì ìíîãîîáðàçèå Mn îñòàíåòñÿ ïðåæíèì).

Èç ðàáîò [2], [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ ∈ Ωn−1 äèôôåîìîðôèç-
ìà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (Sn−1) ⊂ U(Sn−1) ñôåðû Sn−1 , îãðàíè÷åííàÿ
ãëàäêî âëîæåííûìè (n − 1) -ñôåðàìè S1 , S2 è ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
Sn−1 × [−1, 1] . Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ1 è γ2 óñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σ , ÷åðåç α1 è
α2 èñòî÷íèêîâûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèÿì γ1 è γ2 ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî,
α1 = α2 ). Èç ëîêàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
ñëåäóåò, ÷òî äóãè γ1 ∩ V (Sn−1) è γ2 ∩ V (Sn−1) ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà V (Sn−1) \ Sn−1 .

Óäàëèì èç ìíîãîîáðàçèÿ Mn âíóòðåííîñòü îêðåñòíîñòè V (Sn−1) . Ìíîãîîáðàçèå Mn \
int V (Sn−1) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ñôåð
S1 , S2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃n êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîå èç ìíîãî-
îáðàçèÿ Mn \ int V (Sn−1) ïðèêëåèâàíèåì âäîëü åãî êðàÿ äâóõ çàìêíóòûõ n-øàðîâ Bn

1 è
Bn

2 . Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ : M̃n → M̃n òàêîé, ÷òî:
1) f̃ |M̃n\(Bn

1 ∪Bn
2 )

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì f |Mn\int V (S) ;

2) f̃ |Bn
1 ∪Bn

2
èìååò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ω1 ∈ Bn

1 , ω2 ∈ Bn
2 , êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì ñòîêîì.
Òîãäà äèôôåîìîðôèçì f̃ èìååò òî æå ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ÷òî è äèôôåîìîð-

ôèçì f , è ÷èñëî åãî íåïîäâèæíûõ ñåäëîâûõ òî÷åê ðàâíî k − 1 , à ÷èñëî ñòîêîâ è èñòî÷-
íèêîâ ðàâíî l + 1 . Äàëåå ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè: a) Mn \ V (Sn−1) íå ñâÿçíî è b)
Mn \ V (Sn−1) ñâÿçíî.

Â ñëó÷àå a) ìíîãîîáðàçèå M̃n ÿâëÿåòñÿ íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîãî-
îáðàçèé Mn

1 è Mn
2 , à ìíîãîîáðàçèå Mn � ñâÿçíîé ñóììîé Mn

1 #M
n
2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

f1 è f2 îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà f̃ íà ìíîãîîáðàçèÿ Mn
1 è Mn

2 ñîîòâåòñòâåííî,
÷åðåç k̃ = k1 + k2 = k − 1 � ÷èñëî ñåäåë è ÷åðåç l̃ = l1 + l2 = l + 1 � ÷èñëî ñòîêîâ è
èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f̃ . Òàê êàê k1 è k2 ñòðîãî ìåíüøå ÷åì k , òî ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

1 è Mn
2 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ñóììàìè, ñîîòâåòñòâåííî,

g1 = k1−l1
2

+ 1 è g2 = k2−l2
2

+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 (ïîä ìíîãîîáðàçèåì, ñîñòîÿùèì èç 0
êîïèé Sn−1 × S1 ïîíèìàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå Sn ). Ñëåäîâàòåëüíî, Mn � ñâÿçíàÿ ñóììà
k1−l1

2
+ 1 + k2−l2

2
+ 1 = k̃−l̃

2
+ 2 = k−l

2
+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 . Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
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òåîðåìà âåðíà.
Â ñëó÷àå b) ìíîãîîáðàçèå M̃n ñâÿçíî è, â ñèëó [8] (ëåììà 7), Mn = M1

n#M∗ , ãäå
M∗ äèôôåîìîðôíî Sn−1 × S1 . Ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç k̃ ÷èñëî ñåäåë è l̃ ÷èñëî ñòîêîâ
è èñòî÷íèêîâ äèôôåîìîðôèçìà f̃ . Òàê êàê k̃ = k − 1 , òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè
ñëåäóåò, ÷òî Mn

1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñôåðîé Sn , åñëè k̃−l̃
2
+1 = 0 , ëèáî ñâÿçíîé ñóììîé k̃−l̃

2
+1

êîïèé Sn−1 × S1 . Ïîñêîëüêó k−l
2

+ 1 = ( k̃−l̃
2

+ 1) + 1 , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Mn � ñâÿçíàÿ
ñóììà k−l

2
+ 1 êîïèé Sn−1 × S1 , òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà âåðíà è â ýòîì ñëó÷àå.

3. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ èç êëàññà G(Mn)

3.1. Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ ñ ýêâèâàëåíòíûìè
ýíåðãåòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äâå ïàðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà S3 , èìåþùèõ ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîòîêîâ íà ñôåðå ëþáîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 îïèñàí â ðàáîòå [13].

Ðèñ. 1: Ôàçîâûå ïîðòðåòû è ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé òîïîëîãè÷åñêè íåýê-

âèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ

Ïîêàæåì, ÷òî íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâà-
ëåíòíûõ ïîòîêîâ èç G(S3) , èìåþùèõ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíê-
öèè.

Ïîòîê, ôàçîâûé ïîðòðåò êîòîðîãî èçîáðàæåí ñëåâà, èìååò èñòî÷íèê α1 , ëåæàùèé â
çàìûêàíèè â òî÷íîñòè äâóõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäåë, ïðè÷åì ýòè ìíîãîîîáðàçèÿ
îäíîìåðíû. Ïîòîê, ôàçîâûé ïîðòåò êîòîðîãî ïðèâåäåí íà òîì æå ðèñóíêå ñïðàâà, íå èìå-
åò èñòî÷íèêîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì. Ïîýòîìó ýòè ïîòîêè
òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòû. Â òîæå âðåìÿ, ïîâåðõíîñòè Σ1,Σ

′
1 è Σ2,Σ

′
2 êðèòè÷åñêèõ

óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòèõ ïîòîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 1 è 2 (îíè
èçîáðàæåíû òî÷å÷íûì ïóêòèðîì), ãîìåîìîðôíû è äåëÿò ñôåðó S3 íà ïîïàðíî ãîìåî-
ìîðôíûå êîìïîíåíòû, îòêóäà ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Åùå îäèí ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà ñôåðå S3 ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿ-
ùèì â òî÷íîñòè èç ÷åòûðåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: èñòî÷íèêà, ñòîêà è äâóõ ñåäåë ðàçíûõ
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èíäåêñîâ. Àíàëîãè÷íî ðàáîòå [5] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ ñåäåë òàêèõ ïîòîêîâ ïåðåñåêàþòñÿ êàê ìèíèìóì ïî îäíîé íåêîìïàêòíîé êðèâîé
(ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé). Â ðàáîòå [13] îïèñàíà ñõåìà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîòîêîâ, îò-
ëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ. Î÷åâèäíî, ïîòîêè, èìåþùèå ðàçíîå
÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ, òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíû. Â òîæå âðåìÿ, àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ýòèõ ïîòîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì 1 è 2, ãîìåîìîðôíû è äåëÿò ñôåðó S3 íà ãî-
ìåîìîðôíûå êîìïîíåíòíû, îòêóäà ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü φ è φ′ � ñàìîèäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè òî-

ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t èç ìíîæåñòâà G0(M
n) è

h : Mn → Mn ãîìåîìîðôèçì, ïðåîáðàçóþùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïî-
òîêà f ′t . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîèäåêñèðóþùåéñÿ ôóíêöèè è ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìà
h ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ïîòîêà f t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φ(p) = φ′(h(p)) . Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå ãîìåîìîðôèçìà χ òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå, è ñêîíñòðóèðóåì ãîìåîìîðôèçì H , óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 1.2..

Ïóñòü x ∈ Mn ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx òðàåêòîðèþ ïîòîêà f t (f ′t) , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x è ÷åðåç
α(lx) (ω(lx) ) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþùååñÿ α -ïðåäåëüíûì (ω -ïðåäåëüíûì) ìíî-
æåñòâîì òðàåêòîðèè lx . Ïîëîæèì x′ = h(x) . Òîãäà lx′ = h(lx) . Èç ñâîéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìà h ñëåäóåò, ÷òî α(lx′) = h(α(lx)) , ω(lx′) = h(ω(lx)) . Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà: φ(α(lx)) = φ′(α(lx′)) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)) . Ïóñòü c ∈ (φ(ω(lx)), φ(α(lx)))
è Σc = φ−1(c) (Σ′

c = (φ′)−1(c)) . Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè
ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Σc ∩ lx (Σ′

c ∩ lx′) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Òîãäà íà ìíî-
æåñòâå Mn \Ω(f t) êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå H̃ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå
y = Σc∩ lx òî÷êó y′ = Σ′

c∩ lx′ . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå H̃ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ìåæäó ìíîæåñòâàìè Mn \ Ω(f t) è Mn \ Ω(f ′t) , ïðåîáðàçóþùèì òðàåêòîðèè ïîòîêà f t è
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t è ìíîæåñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ′ 9. Â ñèëó ñâîéñòâà φ(α(lx)) = φ′(α(lx′) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)
äëÿ ëþáîé òî÷êè x , îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãîìåîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà H , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ: φ(x) = φ′(H(x)) .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ, φ′ ñîãëà-
ñîâàííî ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ñóùåñòâóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìû
H : Mn → Mn è χ : [0, n] → [0, n] òàêèå, ÷òî φ′H = χ φ è H(W s

Ω1
∩ Σ) = W s

Ω′
1
∩H(Σ) ,

H(W u
Ωn−1

∩Σ) = W u
Ω′

n−1
∩H(Σ) äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ . Äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ∈ Σ ïîëîæèì x′ = H(x) è îáîçíà÷èì ÷åðåç lx, lx′ òðàåêòîðèè ïîòîêîâ f t, f ′t ,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè x, x′ . Äëÿ c ∈ [0, n] ïîëîæèì Σc = φ−1(c) . Îïðåäåëèì ãîìåî-
ìîðôèçì HV : V → V ′ ôîðìóëîé HV (y) = lx′ ∩ H(Σc) äëÿ ëþáîé òî÷êè y = lx ∩ Σc ,
c ∈ (0, n) .

Ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì H|Σ ïåðåâîäèò ñëåäû (n − 1) -ìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê ïîòîêà f t íà Σ â ñëåäû àíàëîãè÷íûõ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t íà
H(Σ) è çàìûêàíèå ëþáîé ñåïàðàòðèñû ðàçìåðíîñòè (n − 1) ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êè σ ïîòîêà f t ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: òî÷êè σ è èñòî÷íèêà ëèáî ñòîêà ïîòîêà f t (â

9 Ðåãóëÿðíûì óðîâíåì ôóíêöèè Ìîðñà íàçûâàåòñÿ óðîâåíü, íå ñîäåðæàùåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
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çàâèñèìîñòè îò èíäåêñà òî÷êè σ ), òî ãîìåîìîðôèçì HV îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà
ìíîæåñòâà Ω0,Ω1,Ωn−1,Ωn . Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå HV äëÿ ïîëó÷åííîãî ãîìåîìîðôèçìà
è ïðîäîëæèì åãî íà îäíîìåðíûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî HV (Σc\W u
Ω1
) = H(Σc)\W u

Ω′
1
,

è ìíîæåñòâà W u
Ω1

∩ Σc , W u
Ω′

1
∩ H(Σc) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè îäèíàêîâî-

ãî êîëè÷åñòâà òî÷åê. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì HV ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ãîìåîìîðôèçìîì H1 : W u

Ω1
→ W u

Ω′
1
. Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ãîìåîìîðôèçì

Hn−1 : W s
Ωn−1

→ W s
Ω′

n−1
. Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn îïðåäåëèì ôîðìóëîé

h(x) =


HV (x), åñëè x ∈Mn \ (W u

Ω1
∪W s

Ωn−1
);

H1(x), åñëè x ∈ W u
Ω1
;

Hn−1(x), åñëè x ∈ W s
Ωn−1

.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ïîòîêîâ
èç êëàññà G0(M

n)

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3., êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.2. è ïðèâåäåííîé íèæå ëåììû.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü φ, φ′ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè ïîòî-
êîâ f t, f ′t ∈ G0(M

n) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè φ, φ′ ñîëàñîâàííî ýêâèâàëåíòíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ f t, f ′t ∈ G0(M
n) èç

ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé φ, φ′ ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü. Äëÿ ëþáîãî c ∈ [0, n] ïîëîæèì
Σc = φ−1(c) è Mc = φ−1([0, c]) . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óáûâàåò âäîëü áëóæäàþ-
ùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, òî M1 ∩W s

Ω1
= Ω1 . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè Q ìíîæåñòâà M1 \ Ω1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê ω
Q

∈ Ω0 òàêîé, ÷òî
Q ⊂ W s

ω
Q
. Ïóñòü x ∈ Q . Òîãäà òðàåêòîðèÿ lx ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x

èìååò ω -ïðåäåëüíóþ òî÷êó ω
Q
è α -ïðåäåëüíóþ òî÷êó α (â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1. ìíî-

æåñòâî Ωn ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà α ). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, n) , ìíîæåñòâî
Σc ∩ lx ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.

Ïîëîæèì x′ = H(x) è ñíàáäèì øòðèõîì îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t , àíàëîãè÷-
íûõ ââåäåííûì âûøå îáúåêòàì ïîòîêà f t . Äëÿ ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñåêóùåé Σ
ãîìåîìîðôèçì H èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì h : Σ \W s

Ω1
→ H(Σ) \W s

Ω′
1
, ïåðåâîäÿùèé

òî÷êó y = lx ∩ Σ â òî÷êó h(y) = lx′ ∩ h(Σ) .
Ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà, ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíÿ Σ , Σ′ = H(Σ) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

ñôåðàìè ðàçìåðíîñòè (n−1) . Ïîñêîëüêó φ (φ′) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîòîêà
f t (f ′t) , òî ìíîæåñòâî C = Σ∩W s

Ω1
(C ′ = Σ′∩W s

Ω′
1
) ñîñòîèò èç k ñôåð ðàçìåðíîñòè (n−2) ,

ïî îäíîé íà êàæäîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ìíîæåñòâà W s
Ω1

(W s
Ω′

1
) . Â ñèëó òåîðåìû î

êîëüöå10 ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : Σ → Σ ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
a) h̃(C) = C ′ ;
b) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (C) ìíîæåñòâà C òàêàÿ, ÷òî h̃|Σ\V (C) = h|Σ\V (C) .

10 Òåîðåìà î êîëüöå çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè hi : Sn−1 → Rn , i ∈ {1, 2} , n ≥ 2 , � òîïî-
ëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ, è Kn ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñôåðàìè h1(Sn−1) , h1(Sn−1) , òî
çàìûêàíèå îáëàñòè Kn ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Sn−1 × [0, 1] . Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû
êîëüöà â ñëó÷àå n = 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû Àíòóàíà (1921 ã.), â ñëó÷àå n = 3 � èç òåîðåìû Ñàíäåðñîíà
(1960 ã.), äëÿ n > 4 äîêàçàíà Ð. Êèðáè â 1969 ãîäó, à äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 � Ô. Êâèííîì â 1984 ãîäó.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 4



Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ áåç . . . 99

Ãîìåîìîðôèçì h̃ ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà H̃
V
: V → V ′ , ïåðåâîäÿùåãî òî÷-

êó y ∈ lx ∩ Σc â òî÷êó H̃
V
(y) = lx′ ∩ H(Σc) , c ∈ (0, n) . Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû 1.2., ãîìåîìîðôèçì H̃
V
ïðîäîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîôèç-

ìà H̃ :Mn →Mn .
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On topological classi�cation of gradient-like �ows without

heteroclinical intersection by means of energy function

c⃝ E. Ya. Gurevich11, A. N. Sakharov12, E. D. Tregubova13.

Abstract. Presenting paper is an extension of paper [7] and devoted to topological classi�cation
of gradient-like �ows on smooth closed orientable manifold Mn of dimension n ≥ 3 by means of
energy function. We consider class G(Mn) of gradient-like �ows without heteroclinic intersection,
all saddle equilibria of which have Morse index equal 1 or (n − 1) . We show that necessary and
su�cient condition of topological equivalence for �ows from G(Mn) is equivalence of corresponding
energy functions and special condition of equivalence energy functions on some level surface. Also
we de�ne a class G0(M

n) of �ows for which energy function is complete invariant. Obtained results
may be applied for quantity studying of dynamics for structurally stable systems with known energy
function from physical contest of the model (as, for instance, energy function of dissipative systems
in mechanics, potential of electrostatic �elds or potential of current free magnetic �eld

Key Words: Morse-Smale �ows, energy function, topological equivalence, topological
classi�cation
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