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íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñðåäñòâîì àâòîìîðôèçìîâ

òðåõöâåòíûõ ãðàôîâ

c⃝ C. Õ. Êàïêàåâà1

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [5], [4], â êîòîðûõ íàéäåíû óñëî-
âèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè, òî åñòü â êàæäîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè ïîñòðîåí ñòàíäàðòíûé
ïðåäñòàâèòåëü

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèôôåîìîð-
ôèçì, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå äèôôåîìîðôèçìû, òðåõöâåòíûé ãðàô, ðåàëèçàöèÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, òî åñòü â êàæäîì êëàññå òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè ñòðîèòñÿ
ñòàíäàðòíûé ïðåäñòàâèòåëü.

Ðåøåíèå çàäà÷è ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåî-
ìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, ãäå ïîä òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèåé ïîíè-
ìàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1. íàõîæäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äèôôåîìîðôèçìîâ èç çàäàííîãî êëàññà;
2. äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ìíîæåñòâà íàéäåííûõ èíâàðèàíòîâ, òî åñòü äîêàçàòåëü-

ñòâî òîãî, ÷òî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êëàññà;

3. ðåàëèçàöèÿ, òî åñòü ïîñòðîåíèå ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàí-
òîâ ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ.

Â ðàáîòàõ [5], [4] áûëè ðåøåíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ çàäà÷è, äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
ðåøåíèþ òðåòüåé çàäà÷è.

Ïóñòü f : M2 → M2 � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà2. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâèì â âèäå Ωf =
2∪

i=0

Ωi
f , ãäå Ωi

f � ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ

òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f , èíäåêñ Ìîðñà (ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u
p )

êîòîðûõ ðàâåí i ( i = 0, 1, 2 ). Òî÷êè ñ èíäåêñîì Ìîðñà 2 íàçûâàþòñÿ èñòî÷íèêàìè, òî÷êè
ñ èíäåêñîì Ìîðñà 0 íàçûâàþòñÿ ñòîêàìè, òî÷êè ñ èíäåêñîì Ìîðñà 1 � ñåäëàìè.

1 Ìàãèñòðàíòêà êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kapkaevasvetlana@yandex.ru

2 Äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn , çàäàííûé íà ãëàäêîì çàìêíóòîì n -ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ãèïåðáîëè÷íî è êîíå÷íî (òî åñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèî-
äè÷åñêèõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ßêîáè íå ðàâíû åäèíèöå);

2) äëÿ ëþáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

Wu
q ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî òðàíñâåðñàëüíû â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.
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Åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p , q äèôôåîìîðôèçìà f ïåðå-
ñå÷åíèå W s

p ∩ W u
q íåïóñòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Ïðè ýòîì, åñëè

dim W s
p + dim W u

q = n , òî êàæäàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
p ∩W u

q , íàçûâàåòñÿ ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé, à åñëè dim W s

p + dim W u
q > n , òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

W s
p ∩W u

q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êîìïîíåíòîé. Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà
íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè îí íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà ïîâåðõíîñòè M2 . Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s

p ∩W u
q ÿâëÿåòñÿ

ïóñòûì, äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q .
Ïóñòü f ∈ G . Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f èìååò õîòÿ áû îäíó ñåäëîâóþ

òî÷êó3.
Óäàëèì èç ïîâåðõíîñòè M2 çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f è îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøååñÿ ìíîæåñòâî
÷åðåç M̃ , òî åñòü M̃ =M2 \ (W u

Ω0
f
∪W u

Ω1
f
∪W s

Ω1
f
∪W s

Ω1
f
) .

α

α

ω ω

1σ 2σ

α

ω

а) б) в)

x

x

x

σ σ

)(хf fm

)(хf fm

)(хf fm

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Âèäû ÿ÷ååê

Òîãäà ìíîæåñòâî M̃ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé (ÿ÷ååê), ãîìåîìîðô-
íûõ îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ èìååò îäèí èç âèäîâ, èçîá-
ðàæåííûõ æèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå 1.1 è ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí èñòî÷íèê, îäèí
ñòîê, îäíó èëè äâå ñåäëîâûå òî÷êè è íåêîòîðûå èç èõ ñåïàðàòðèñ4

Ïóñòü A � ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω � èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå
ãðàíèöó. Ïðîñòóþ êðèâóþ τ ⊂ A , ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèê α è
ñòîê ω , áóäåì íàçûâàòü t -êðèâîé (ñì. ðèñóíîê 1.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî, ÿâëÿ-
þùååñÿ f -èíâàðèàíòíûì è ñîñòîÿùåå èç t -êðèâûõ, âçÿòûõ ïî îäíîé èç êàæäîé ÿ÷åéêè.
Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ìíîæåñòâà ïðèâåäåí â ðàçäåëå 2. (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.1.).

Ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M∆ = M̃\T íàçîâåìòðåóãîëüíîé îáëàñòüþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆f ìíîæåñòâî âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f . Â ãðà-
íèöó êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ ∈ ∆f âõîäÿò òðè ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè: èñòî÷íèê α ,

3 Åñëè äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f :Mn →Mn íå èìååò ñåäëîâûõ òî÷åê, òî åãî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà. Âñå äèôôåîìîðôèçìû �èñòî÷íèê-ñòîê� òîïîëî-
ãè÷åñêè ñîïðÿæåíû è äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, íàïðèìåð, ïðèâåäåíî â êíèãå [3] (Òåîðåìà 2.2.1).

4 Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåçóëüòàòó äëÿ ãðóáûõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1]).
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ñåäëî σ , ñòîê ω , à òàêæå óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà lsσ (áóäåì íàçûâàòü åå s -êðèâîé) ñ ãðà-
íè÷íûìè òî÷êàìè α è σ , íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà luσ (áóäåì íàçûâàòü åå u -êðèâîé) ñ
ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ω è σ è êðèâàÿ τ ( t -êðèâàÿ) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè α è ω . Ñòî-
ðîíîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè íàçîâåì çàìûêàíèå îäíîé èç s , u èëè t êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàíèöû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå òðåóãîëüíûå îáëàñòè, èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, åñëè
ýòà ñòîðîíà ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèÿì îáåèõ îáëàñòåé. Ïåðèîäîì òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , òàêîå ÷òî fk(δ) = δ .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè êîìáèíàòîðíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G , íàïîìíèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Êîíå÷íûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (V,E) , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí; E � ìíîæåñòâî ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ ð¼áðàìè.

Åñëè ãðàô ñîäåðæèò ðåáðî e = (a, b) , òî êàæäóþ èç âåðøèí a , b � íàçûâàþò èíöè-
äåíòíîé ðåáðó e è ãîâîðÿò, ÷òî âåðøèíû a è b ñîåäèíåíû ðåáðîì e = (a, b) .

Ïóòåì â ãðàôå íàçûâàþò êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è ðåáåð
a0, e0, a1, · · · , ai−1, ei−1, ai, · · · an−1, en−1, an (ãäå n ≥ 1 ), â êîòîðîé âåðøèíû ai−1 è ai
ñîåäèíåíû ðåáðîì ei−1 , i ∈ 1;n . Äëèíîé ïóòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð.

Ãðàô íàçûâàþò ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì.
Öèêëîì íàçûâàþò ïóòü, â êîòîðîì âåðøèíà a0 ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé an . Ïðîñòûì

öèêëîì íàçûâàþò öèêë, ó êîòîãî íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí, êðîìå a0 è an .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ãðàô T íàçûâàåòñÿ òðåõöâåòíûì ãðàôîì, åñëè:
1) ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà T ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç

êîòîðûõ ñîñòîèò èç ðåáåð îäíîãî è òîãî æå îïðåäåëåííîãî öâåòà (öâåòà ðåáåð èç ðàçíûõ
ïîäìíîæåñòâ íå ñîâïàäàþò, áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè öâåòà áóêâàìè s , t , u , à ðåáðà äëÿ
êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü s -, t -, u - ðåáðàìè);

2) êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà T èíöèäåíòíà â òî÷íîñòè òðåì ðåáðàì ðàçëè÷íûõ öâåòîâ;
3) ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ äëèíû îäèí.

Ïðîñòîé öèêë òðåõöâåòíîãî ãðàôà T íàçîâåì äâóõöâåòíûì öèêëîì òèïà su, tu èëè st,
åñëè îí ñîäåðæèò ðåáðà â òî÷íîñòè äâóõ öâåòîâ s è u , t è u èëè s è t .

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå P ãðàôà T íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíû â âåð-
øèíû ñ ñîõðàíåíèåì îòíîøåíèé èíöèäåíòíîñòè è öâåòíîñòè (òî åñòü âåðøèíà, èíöèäåíò-
íàÿ s , t èëè u -ðåáðó ïåðåõîäèò â âåðøèíó, èíöèäåíòíóþ ðåáðó òîãî æå öâåòà), íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì ãðàôà T . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä ñèìâîëîì (T, P ) ãðàô
T , îñíàùåííûé àâòîìîðôèçìîì P .

Äâà òðåõöâåòíûõ ãðàôà (T, P ) è (T ′, P ′) íàçîâåì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ξ ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåðøèí, ñîõðàíÿþùåå îò-
íîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè è öâåòíîñòè, à òàêæå ñîïðÿãàþùåå àâòîìîðôèçìû P è P ′ (òî
åñòü P ′ξ = ξP ).

Àâòîìîðôèçì P òðåõöâåòíîãî ãðàôà T íàçîâ¼ì ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà m ∈ N , åñëè
Pm(a) = a è P µ(a) ̸= a ïðè íàòóðàëüíûõ µ < m äëÿ ëþáîé âåðøèíû a ãðàôà T .

Ïîñòðîèì òðåõöâåòíûé ãðàô Tf , ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåîìîðôèçìó f ∈ G ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1) âåðøèíû ãðàôà Tf âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì ìíî-
æåñòâà ∆ ;

2) äâå âåðøèíû ãðàôà èíöèäåíòíû ðåáðó öâåòà s , t èëè u , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòèì âåðøèíàì òðåóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò îáùóþ s , t èëè u êðèâóþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bf ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Tf . Òàê êàê ñòîðîíû ëþáîé òðåóãîëü-
íîé îáëàñòè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé òðåóãîëüíîé
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îáëàñòè, ñõîäÿòñÿ ðåáðà òðåõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô Tf óäîâëåòâîðÿåò
îïðåäåëåíèþ òðåõöâåòíîãî ãðàôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç πf : ∆f → Bf âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé äèôôåîìîðôèçìà f íà ìíîæåñòâî âåð-
øèí ãðàôà Tf . Äèôôåîìîðôèçì f èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå âåðøèí è ðåáåð ãðàôà Tf
àâòîìîðôèçì Pf = πffπ

−1
f . Â ñèëó êîíñòðóêöèè, òðåõöâåòíûå ãðàôû, ïîëó÷åííûå ïî

ðàçëè÷íûì ðàçáèåíèÿì íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè (çàâèñÿùèì îò âûáîðà t -êðèâûõ), èçî-
ìîðôíû.

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f , f ′ èç êëàññà G áûëè òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ãðàôû (Tf , Pf ) è (Tf ′ , Pf ′)
áûëè èçîìîðôíû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Òðåõöâåòíûé ãðàô (T, P ) íàçîâ¼ì äîïóñòèìûì, åñëè
îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ãðàô T ñâÿçåí;
2) äëèíà ëþáîãî su -öèêëà ãðàôà T ðàâíà 4 ;
3) àâòîìîðôèçì P ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü f ∈ G . Òîãäà òðåõöâåòíûé ãðàô (Tf , Pf ) ÿâëÿåòñÿ äîïó-
ñòèìûì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü (T, P ) � äîïóñòèìûé òðåõöâåòíûé ãðàô. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 èç êëàññà G , ãðàô (Tf , Pf ) êîòîðîãî èçîìîðôåí
ãðàôó (T, P ) . Ïðè ýòîì

i) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè M2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå χ(M2) = ν0−
ν1 + ν2 , ãäå ν0, ν1, ν2 ÷èñëî tu -, su -, st -öèêëîâ ãðàôà T , ñîîòâåòñòâåííî;

ii) ïîâåðõíîñòü M2 îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå T ñóùåñòâó-
þò äâå âåðøèíû, ñîåäèíÿþùèåñÿ ïóòÿìè ÷åòíîé è íå÷åòíîé äëèíû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 13-01-12452-îôè-ì). Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò Â.
Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è Î. Â. Ïî÷èíêó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.

2. Ñâîéñòâà òðåõöâåòíîãî ãðàôà (Tf ;Pf)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò f -
èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî T , ñîñòîÿùåå èç t -êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æèò â òî÷íîñòè îäíîé ÿ÷åéêå ìíîæåñòâà M̃ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ëþáàÿ ÿ÷åéêà èç ìíîæåñòâà M̃ , α è ω
� èñòî÷íèê è ñòîê, âõîäÿùèå â åå ãðàíèöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lω îáúåäèíåíèå ñåäëîâûõ
ñåïàðàòðèñ, ñîäåðæàùèõ ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Ïîëîæèì L̂ω = pω(Lω) , L̂ω � íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî, äâóìåðíîãî òîðà V̂ω , ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ãîìîòîïè÷åñêè íåòðèâèàëüíûõ ãëàäêèõ îêðóæíîñòåé. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî
Â = pω(A) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V̂ω è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåò-
ñÿ äâóìåðíûì êîëüöîì (ñì. ðèñóíîê 2.1). Âûáåðåì ïðîñòóþ çàìêíóòóþ ãîìîòîïè÷åñêè
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íåòðèâèàëüíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ τ̂ ⊂ Â . Ìíîæåñòâî p−1
ω
(τ̂) ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì

îáúåäèíåíèåì t -êðèâûõ, ïî îäíîé íà êàæäîé èç ÿ÷ååê ìíîæåñòâà p−1
ω
(Â) .

Элементы множества
w

L

t
^

^

^

l

А

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïðîåêöèÿ ÿ÷åéêè A

Åñëè ìíîæåñòâî p−1
ω
(Â) èñ÷åðïûâàåò âñ¼ ìíîæåñòâî ÿ÷ååê äèôôåîìîðôèçìà f , òî

ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ âûøå äëÿ ÿ÷ååê ìíî-
æåñòâà M̃ \ p−1

ω
(Â) . Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ìû èñ÷åðïàåì âñå ÿ÷åéêè äèôôåîìîðôèçìà f

è ïîñòðîèì èñêîìîå ìíîæåñòâî T .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òðåõöâåòíûé ãðàô Tf , ïî ïîëó÷åííîìó ðàçáè-
åíèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè, êàê ýòî áûëî îïèñàíî ïðè ôîðìó-
ëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ëþáàÿ òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü δ ∈ ∆f äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G èìååò ïåðèîä mf .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëþáàÿ ñåäëîâàÿ ñåïàðàòðèñà ℓ äèôôåîìîðôèçìà f
èìååò ïåðèîä mf (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 3.1.1. êíèãè [3]), òî åñòü fmf (ℓ) = ℓ è fµ(ℓ) ̸= ℓ
äëÿ íàòóðàëüíûõ µ < mf . Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ t -êðèâàÿ τ èìååò ïåðèîä mf . Ïóñòü
τ ñîäåðæèò ñòîê ω â ñâîåì çàìûêàíèè. Êðèâàÿ τ̂ èìååò òîò æå ãîìîòîïè÷åñêèé òèï íà
òîðå V̂ω , ÷òî è êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà L̂ω . ×òî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ t -êðèâàÿ
τ èìååò òîò æå ïåðèîä, ÷òî è íåóñòîé÷èâûå ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû äèôôåîìîðôèçìà f ,
ñîäåðæàùèå ω â ñâîåì çàìûêàíèè.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ëþáîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìà òðå-
óãîëüíàÿ îáëàñòü èìååò ïåðèîä mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Àâòîìîðôèçì Pf , èíäóöèðîâàííûé äèôôåîìîðôèçìîì f íà
ãðàôå Tf , ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà mf .

Ïóñòü C0 � ìíîæåñòâî âñåõ tu -öèêëîâ ãðàôà Tf , C1 � ìíîæåñòâî âñåõ su -öèêëîâ,
C2 � ìíîæåñòâî âñåõ st -öèêëîâ. Äëÿ äâóõöâåòíîãî öèêëà Ci ∈ Ci îáîçíà÷èì ÷åðåç BCi

ìíîæåñòâî åãî âåðøèí.
Èç îïðåäåëåíèÿ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ i = 0, 1, 2 êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíî îòîáðàæåíèå pi : ∆f → Ωi
f , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ ∈ ∆f

åäèíñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó èç ìíîæåñòâà Ωi
f , ïðèíàäëåæàùóþ å¼ çàìûêàíèþ.

Ïîëîæèì qi = piπ
−1
f : Bf → Ωi

f .
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ïðèìåð tu - öèêëà C0 è ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Äëÿ ëþáûõ âåðøèí b1, b2 ∈ BCi
èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî qi(b1) = qi(b2) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ BC0 (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûå). Âåðøèíàì b1, b2 ∈ BC0 ñîîòâåòñòâóþò òðåóãîëüíûå îáëàñòè
δ1 = π−1

f (b1) è δ2 = π−1
f (b2) (ñì. ðèñóíîê 2.2)). Ïîñêîëüêó b1 è b2 âåðøèíû öèêëà BC0 , òî

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ1 = β1, . . . , βk = δ2 òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé òàêèõ, ÷òî βi
è βi+1, i = 1, . . . , k− 1 èìåþò îáùóþ u - èëè t -êðèâóþ. Ïîñêîëüêó êàæäîå èç òàêèõ ð¼áåð
ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ñòîêîâóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ çàìûêàíèþ îáåèõ îáëàñòåé, òî
πf (β1) = · · · = πf (βk) . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî q0(b1) = q0(b2) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3., êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå Qi , ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-
ñòâèå ìíîæåñòâó BCi

, Ci ∈ Ci òî÷êó x ∈ Ωi
f òàêóþ, ÷òî x = qi(b) äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû

b ∈ BCi
.

Ë å ì ì à 2.1. Îòîáðàæåíèå Qi ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Qi . Äëÿ òî÷-
êè x ∈ Ωi

f îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆x îáúåäèíåíèå âñåõ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ
x â ñâî¼ì çàìûêàíèè, òî åñòü ∆x = {δx ∈ ∆x ⊂ ∆f |pi(δx) = x} . Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x ïîñòðîèì çàìêíóòóþ êðèâóþ Sx , êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò êàæäîå ðåáðî, ñîäåðæà-
ùèå òî÷êó x â ñâîåì çàìûêàíèè, â åäèíñòâåííîé òî÷êå è íå ïåðåñåêàåò äðóãèõ ðåáåð.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé öèêë Cx òàêîé, ÷òî BCx = πf (

∪
δx∈∆x

δx) (ñì. ðèñóíîê

2.3 íà êîòîðîì ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèâîé Sx è öèêëîì Cx â îêðåñòíîñòè
ñåäëà, èñòî÷íèêà è ñòîêà). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b = πf (δx) ∈ BCx , òîãäà
qi(b) = qi(πf (δx)) = pi(π

−1
f (πf (δx)) = pi(δx) = x . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Qi(Cx) = x
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êðèâîé Sx è öèêëîì Cx ãðàôà Tf â îêðåñòíîñòè ñåäëà, ñòîêà è èñòî÷íèêà

Ïîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Qi . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, äëÿ íåêîòîðûõ
öèêëîâ Ci è C ′

i òàêèõ, ÷òî Ci ̸= C ′
i , Qi(Ci) = Qi(C

′
i) = x ∈ Ωi

f . Ïîëîæèì ∆x = p−1
i (x)

ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè x , òîãäà πf (∆x) = BCx , ãäå öèêë Cx îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì,
îïèñàííûì âûøå. Â ñèëó êîíñòðóêöèè Cx = Ci = C ′

i . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â ñèëó ëåììû 2.1., êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êå x ∈ Ωi
f âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîò-

âåòñòâóåò äâóõöâåòíûé öèêë C , ëþáàÿ âåðøèíà b ∈ BC ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ π−1
f

ïåðåâîäèòñÿ â òðåóãîëüíóþ îáëàñòü π−1
f (b) , ñîäåðæàùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó x â ñâî¼ì

çàìûêàíèè.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Òàêèì îáðàçîì, ñòîêîâîé òî÷êå ω ∈ Ω0
f ñîîòâåòñòâóåò

tu -öèêë; ñåäëîâîé òî÷êå σ ∈ Ω1
f � su -öèêë; èñòî÷íèêîâîé òî÷êå α ∈ Ω2

f � st -öèêë
ãðàôà Tf .

Âûáåðåì âî âíóòðåííîñòè êàæäîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó. Òî÷êè,
íàõîäÿùèåñÿ â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ, ñîåäèíèì êðèâîé, ïåðåñåêàþùåé îáùóþ ñòîðîíó òðå-
óãîëüíûõ îáëàñòåé â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ýòîé êðèâîé ïðèïèøåì öâåò ñòîðîíû, êîòîðóþ
îíà ïåðåñåêàåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàô Tf âêëàäûâàåòñÿ â ïîâåðõíîñòü M2 â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà è òî÷êàìè
â òðåóãîëüíûõ îáëàñòÿõ (ïî îäíîé â êàæäîé), à òàêæå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà è îòðåçêàìè,
ñîåäèíÿþùèìè ýòè òî÷êè (ñì. ðèñóíîê 2.4).
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Ð è ñ ó í î ê 2.4

Âëîæåíèå ãðàôà Tf â ïîâåðõíîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.
Äîêàæåì, ÷òî òðåõöâåòíûé ãðàô (Tf , Pf ) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ãðàô Tf ñâÿçåí;
2) äëèíà su -öèêëîâ ãðàôà Tf ðàâíà 4 ;
3) àâòîìîðôèçì Pf ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f ∈ G . Äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå âûøåïðèâåäåííûå

ñâîéñòâà ãðàôà Tf .
1) Ïóñòü b1, b2 ðàçëè÷íûå âåðøèíû ãðàôà Tf . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü, èõ ñî-

åäèíÿþùèé.
Äëÿ i = 1, 2 ïîëîæèì δi = π−1

f (bi) è âûáåðåì òî÷êó xi ∈ int δi . Ïîñêîëüêó 2-

ìíîãîîáðàçèå M2 ñâÿçíî, à ìíîæåñòâî
2∪

i=0

Ωi
f íóëüìåðíî, òî ìíîæåñòâî MΩ =M2 \

2∪
i=0

Ωi
f

ñâÿçíî (â ñèëó òåîðåìû î ðàçáèâàþùèõ ìíîæåñòâàõ5). Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïóòü
H : [0, 1] → MΩ òàêîé, ÷òî H(0) = x1 è H(1) = x2 (ñì., íàïðèìåð, [10]). Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ýòîò ïóòü òðàíñâåðñàëüíûì îáúåäèíåíèþ s, t, u -êðèâûõ6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
δ1 = β1, . . . , βk = δ2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé èç ìíîæåñòâà ∆f , ïðîíóìå-
ðîâàííûõ â ïîðÿäêå ïåðåñå÷åíèÿ èõ êðèâîé H([0, 1]) ïðè âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1] .
Òðåóãîëüíûå îáëàñòè βi è βi+1 ãðàíè÷àò ïî êðèâûì γi . Ïîëîæèì di = π

f
(βi) . Èç ïîñòðî-

åíèÿ ãðàôà Tf ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí è ðåáåð d1, e1, d2, . . . dk−1, ek−1, dk
(ãäå âåðøèíû bi è bi+1 èíöèäåíòíû ðåáðó ei , i ≥ 1 , ïðè÷åì öâåò êðèâîé γi è ðåáðà ei
ñîâïàäàåò), ÿâëÿåòñÿ ïóòåì íà ãðàôå Tf , ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû b1 è b2 .

2) Ñîãëàñíî ëåììå 2.1., êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êå σ ∈ Ω1
f ñîîòâåòñòâóåò öèêë C1 ∈

C1 , â êîòîðûé âõîäÿò â òî÷íîñòè òå âåðøèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè òðåóãîëüíûõ
îáëàñòåé, ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ πf , ñîäåðæàùèìè σ â ñâîåì çàìûêàíèè. Òàê êàê
÷èñëî òàêèõ îáëàñòåé â òî÷íîñòè ÷åòûðå, ñëåäîâàòåëüíî è äëèíà ëþáîãî su -öèêëà ðàâíà
÷åòûðåì.

3) Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1. àâòîìîðôèçì Pf ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì mf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

5 Òåîðåìà î ðàçáèâàþùèõ ìíîæåñòâàõ: Ëþáîå n -ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå íå ìîæåò áûòü
ðàçáèòî ïîäìíîæåñòâîì òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ≤ n− 2 .

6 Ìíîæåñòâî H([0, 1]) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü U(Ωf ) íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà Ωf , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ìíîæåñòâîì H([0, 1]) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R îáúåäèíåíèå s, t, u -êðèâûõ è ïîëîæèì R̂ = R \ U(Ωf ) . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî R̂
çàìêíóòî, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå î òðàíñâåðàëüíîñòè (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìà 10.3.29 êíèãè [3]), ìû ìî-
æåì àïïðîêñèìèðîâàòü ãëàäêèé ïóòü H òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî H([0, 1]) áóäåò òðàíñâåðñàëüíî
ìíîæåñòâó R̂
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3. Ðåàëèçàöèÿ (Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.)

Ïóñòü (T, P ) äîïóñòèìûé òðåõöâåòíûé ãðàô. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.
íà òðè øàãà, êîòîðûå ñîñòàâÿò äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 3.1., 3.3., 3.4..

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 èç êëàññà
G , ãðàô (Tf , Pf ) êîòîðîãî èçîìîðôåí ãðàôó (T, P ) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 âåêòîðíîå ïîëå v =
(sin(πx), sin(πy)) , (x, y) ∈ R2 . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî ïîòîêà, îïðåäåëåííîãî âåêòîðíûì ïîëåì v , ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêè ïëîñêîñòè (x, y) , ïðè÷åì òî÷êè ñ äâóìÿ ÷åòíûìè (íå÷åòíûìè) êîîðäèíà-
òàìè ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè (ñòîêàìè) ïîòîêà, à òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ðàçíîé ÷åòíîñòè
� ñåäëîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ïîòîêà. Îáúåäèíåíèå çàìûêàíèÿ ñåäëîâûõ ñåïàðàòðèñ îáðàçó-
þò ñåìåéñòâî öåëî÷èñëåííûõ ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ. Äèàãîíàëè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êâàäðàòîâ, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó ñ ÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè ñ âåðøèíîé ñ
íå÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè, ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïîñòðîåííîãî ïîòîêà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç d òðåóãîëüíèê ∆OBC ñ âåðøèíàìè O(0, 0), C(1, 0), B(1, 1) è áóäåì íà-
çûâàòü âíóòðåííîñòè îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ïîïàðíî òî÷êè O è C , O è B , B è C ,
ñîîòâåòñòâåííî OC , OB,BC - ñòîðîíàìè. ñîîòâåòñòâåííî, s−, t−, u− ñòîðîíàìè ∆OBC
(ñì. ðèñóíîê 3.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g : d → d äèôôåîìîðôèçì, ÿâëÿþùèéñÿ ñäâèãîì íà
åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà, îïðåäåëÿåìîãî íà òðåóãîëüíèêå d âåêòîðíûì ïîëåì v .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Òðàåêòîðèè ïîòîêà, ïîðîæä¼ííîãî âåêòîðíûì ïîëåì v

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîïóñòèìûé òðåõöâåòíûé ãðàô (T, P ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî
åãî âåðøèí. Ïîëîæèì D = d× Zn , ãäå Zn = {0, . . . , n− 1} è îáîçíà÷èì ÷åðåç pd : D → d
ïðîåêöèþ íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó, òî åñòü pd(d, i) = d . Ìíîæåñòâî B âåðøèí ãðàôà T
ïðîíóìåðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: b0, . . . , bn−1 . Ââåäåì íà ìíîæåñòâå D ìèíèìàëüíîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè âåðøèíû
bi, bj ãðàôà T ñîåäèíåíû s , t èëè u -ðåáðîì, òî (ρ, i) ∼ (ρ, j) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈
d , ïðèíàäëåæàùåé s , t èëè u -ñòîðîíå, ñîîòâåòñòâåííî. Èç ñâîéñòâ äîïóñòèìîãî ãðàôà
ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M2 = D/ ∼ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì òîïîëîãè÷åñêèì 2-
ìíîãîîáðàçèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q : D →M2 åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.
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Àâòîìîðôèçì P èíäóöèðóåò íà ìíîæåñòâå D îòîáðàæåíèå Π : D → D , ïåðåâîäÿùåå
òî÷êó (ρ, i), ρ ∈ d, i ∈ Zn â òî÷êó (ρ, j) , ãäå j ∈ Zn âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
bj = P (bi) . Ïîñêîëüêó èçîìîðôèçì P ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè è öâåòíîñòè,
òî íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M2 êîðåêòíî îïðåäåë¼í ãîìåîìîðôèçì f :M2 →M2

ôîðìóëîé f(z) = q(g(Π(q−1(z)))), z ∈ M2 . Ñëåäóÿ èäåÿì ðàáîòû [7], îïðåäåëèì íà M2

ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.
×òî è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðåàëèçàöèè.

Ïîêðîåì ìíîãîîáðàçèå M2 êîíå÷íûì ÷èñëîì êàðò (Uz, ψz), z ∈ M2 , ãäå Uz ⊂ M2

îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè z è ψ : Uz → R2 ãîìåîìîðôèçì íà îáðàç, ñëåäóþùèõ òð¼õ
òèïîâ (ñì. ðèñóíîê 3.1 äëÿ íàãëÿäíîñòè).

1. Äëÿ òî÷êè z = q(C, i1), i1 ∈ Zn ñóùåñòâóþò åùå òðè òðåóãîëüíèêà d × {i2}, d ×
{i3}, d × {i4}, i2, i3, i4 ∈ Zn òàêèõ, ÷òî (ρ, i2k−1) ∼ (ρ, i2k) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ OC
è (ρ, i2k) ∼ (ρ, i2k+1) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ BC , ãäå k = 1, 2 è i5 = i1 . Ïîëîæèì
Uz = int q(d × {i1, i2, i3, i4}) , ψz(w) = pd((q|d×{i1})

−1(w)) äëÿ w ∈ q(d × {i1}) ; ψz(w) =
MOC(pd((q|d×{i2})

−1(w))) äëÿ w ∈ q(d × {i2}) , ãäå MOC(x, y) = (x,−y) äëÿ (x, y) ∈ R2 ;
ψz(w) = MC(pd((q|d×{i3})

−1(w))) äëÿ w ∈ q(d × {i3}) , ãäå MC(x, y) = (2 − x,−y) äëÿ
(x, y) ∈ R2 ; ψz(w) =MBC(pd((q|d×{i4})

−1(w))) äëÿ w ∈ q(d×{i4}) , ãäå MBC(x, y) = (2−x, y)
äëÿ (x, y) ∈ R2 .

2. Äëÿ òî÷êè z = q(O, i1), i1 ∈ Zn ñóùåñòâóåò åùå 2m−1 òðåóãîëüíèêà d×{i2}, . . . , d×
{i2m}, i2, . . . , i2m ∈ Zn òàêèõ, ÷òî (ρ, i2k−1) ∼ (ρ, i2k) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ OB è
(ρ, i2k) ∼ (ρ, i2k+1) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ OC , ãäå k = 1, . . . ,m è i2m+1 = i1 . Ïîëî-
æèì Uz = int q(d×{i1, . . . , i2m}) , ψz(w) = νk(pd((q|d×{i2k−1})

−1(w))) äëÿ w ∈ q(d×{i2k−1})
è ψz(w) = νk(MOB(pd((q|d×{i2k})

−1(w)))) äëÿ w ∈ q(d × {i2k}) , ãäå νk(r cosφ, r sinφ) =

(r cos(4φ+2π(k−1)
m

), r sin(4φ+2π(k−1)
m

)) äëÿ (r cosφ, r sinφ) ∈ R2 è MOB(x, y) = (y, x) äëÿ
(x, y) ∈ R2 .

3. Äëÿ òî÷êè z = q(B, i1), i1 ∈ Zn ñóùåñòâóåò åùå 2l−1 òðåóãîëüíèêà d×{i2}, . . . , d×
{i2l}, i2, . . . , i2l ∈ Zn òàêèõ, ÷òî (ρ, i2j−1) ∼ (ρ, i2j) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ OB è (ρ, i2j) ∼
(ρ, i2j+1) äëÿ ëþáîé òî÷êè ρ ∈ OC , ãäå j = 1, . . . , l è i2l+1 = i1 . Ïîëîæèì Uz =
int q(d× {i1, . . . , i2l}) , ψz(w) = µj(pd((q|d×{i2k−1})

−1(w))) äëÿ w ∈ q(d× {i2j−1}) è ψz(w) =
µj(MOB(pd((q|d×{i2j})

−1(w)))) äëÿ w ∈ q(d × {i2j}) , ãäå µj((r − 1) cosφ, (r − 1) sinφ) =

((r − 1) cos(
4(φ+π

2
)−2π(j−1)

l
), (r − 1) sin(

4(φ+π
2
)−2π(j−1)

l
)) äëÿ ((r − 1) cosφ, (r − 1) sinφ) ∈ R2 .

Ïîêàæåì, ÷òî ââåä¼ííûå êàðòû çàäàþò ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà M2 . Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì
ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèé ïåðåõîäà äëÿ êàðò ðàçíûõ òèïîâ, òàê êàê ðàçëè÷íûå êàðòû îäíîãî
òèïà íå ïåðåñåêàþñÿ ìåæäó ñîáîé.

1.2. Åñëè (Uz1 , ψz1) è (Uz2 , ψz2) � êàðòû ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî Uz1 ∩Uz2 ̸= ∅ . Òîãäà îòîáðàæåíèå φ1,2 = ψz2ψ

−1
z1

: ψz1(Uz1 ∩Uz2) → ψz2(Uz1 ∩Uz2)
èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ k ∈ {1, . . . ,m} :
φ1,2(x, y) = νk(x, y) èëè φ1,2(x, y) = νk(y, x) äëÿ (x, y) ∈ int △ OBC ;
φ1,2(x, y) = νk(x,−y) èëè φ1,2(x, y) = νk(−y, x) äëÿ (x, y) ∈ int △ OB1C ;
φ1,2(x, y) = νk(2− x,−y) èëè φ1,2(x, y) = νk(−y, 2− x) äëÿ (x, y) ∈ int △ O1B1C ;
φ1,2(x, y) = νk(2− x, y) èëè φ1,2(x, y) = νk(y, 2− x) äëÿ (x, y) ∈ int △ O1BC .

1.3. Åñëè (Uz1 , ψz1) è (Uz3 , ψz3) � êàðòû ïåðâîãî è òðåòüåãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî Uz1 ∩Uz3 ̸= ∅ . Òîãäà îòîáðàæåíèå φ1,3 = ψz3ψ

−1
z1

: ψz1(Uz1 ∩Uz3) → ψz3(Uz1 ∩Uz3)
èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ j ∈ {1, . . . , l} :
φ1,3(x, y) = µj(x, y) èëè φ1,3(x, y) = µj(y, x) äëÿ (x, y) ∈ int △ OBC ;
φ1,3(x, y) = µj(x,−y) èëè φ1,3(x, y) = µj(−y, x) äëÿ (x, y) ∈ int △ OB1C ;
φ1,3(x, y) = µj(2− x,−y) èëè φ1,3(x, y) = µj(−y, 2− x) äëÿ (x, y) ∈ int △ O1B1C ;
φ1,3(x, y) = µj(2− x, y) èëè φ1,3(x, y) = µj(y, 2− x) äëÿ (x, y) ∈ int △ O1BC .
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2.3. Åñëè (Uz2 , ψz2) è (Uz3 , ψz3) � êàðòû âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî Uz2 ∩Uz3 ̸= ∅ . Òîãäà îòîáðàæåíèå φ2,3 = ψz3ψ

−1
z2

: ψz2(Uz2 ∩Uz3) → ψz3(Uz2 ∩Uz3)
èìååò ñëåäóþùèé âèä äëÿ k ∈ {1, . . . ,m} , j ∈ {1, . . . , l} :
φ2,3(x, y) = µj(ν

−1
k (x, y)) äëÿ (x, y) ∈ int νk(d) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.2. Ïóñòü a0f , a
1
f , a

2
f � ÷èñëî ñòîêîâûõ, ñåäëîâûõ, èñ-

òî÷íèêîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , çàäàííîãî íà îðèåíòèðóåìîé (íåîðèåíòèðó-
åìîé) ïîâåðõíîñòè ðîäà g ( q ), òîãäà a0f − a1f + a2f = 2− 2g ( a0f − a1f + a2f = 2− q ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà äëÿ
îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé: χ(X) = 2− 2g , ãäå g � ÷èñëî ðó÷åê;
à äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ôîðìóëà � âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: χ = 2 −
q , ãäå q � ÷èñëî ïë¼íîê Ì¼áèóñà (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó [11],
ìíîãîáðàçèå M2 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì M2 =

∪
p∈Ωf

W u
p ñ ÷èñëîì

a0f , a
1
f , a

2
f íóëüìåðíûõ, îäíîìåðíûõ, äâóìåðíûõ êëåòîê, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ýéëåðîâà

õàðàêòåðèñòèêà äàííîãî êîìïëåêñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: χ(M2) =
2∑

q=0

(−1)qcq , ãäå

cq � ÷èñëî åãî q -ìåðíûõ êëåòîê (ñì., íàïðèìåð, Òåîðåìó 9 êíèãè [9]). Îòêóäà χ(M2) =
a0f − a1f + a2f .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.3. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè M2 , ïîñòðî-
åííîé ïî äîïóñòèìîìó ãðàôó (T, P ) â ïðåäëîæåíèè 3.1., âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
χ(M2) = ν0 − ν1 + ν2 , ãäå ν0, ν1, ν2 ÷èñëî tu -, su -, st -öèêëîâ ãðàôà T , ñîîòâåòñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåììû 2.1., νi = aif äëÿ i = 0, 1, 2 . Îòêóäà, ñ ó÷åòîì
ïðåäëîæåíèÿ 3.2., χ(M2) = ν0 − ν1 + ν2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ââåäåì ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèè òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M2 ,
ñêîíñòðóèðîâàííîãî â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Äëÿ ýòîãî îðèåíòèðóåì êàæäóþ
åãî òðåóãîëüíóþ îáëàñòü. Îðèåíòàöèþ áóäåì çàäàâàòü, âûáèðàÿ îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ
ïîðÿäêîâ îáõîäà âåðøèí òðåóãîëüíîé îáëàñòè: 1) åñëè ïðè îáõîäå âåðøèí, òðåóãîëüíàÿ
îáëàñòü îñòàåòñÿ ñëåâà, òî ïðèïèøåì îáëàñòè ìåòêó θ = +1 ; 2) åñëè ïðè îáõîäå âåðøèí,
òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü îñòàåòñÿ ñïðàâà, òî ïðèïèøåì îáëàñòè ìåòêó θ = −1 . Îðèåíòàöèþ
òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííîé, åñëè äâóì ñìåæíûì òðåóãîëüíûì
îáëàñòÿì ïðèïèñàíû ðàçëè÷íûå ìåòêè, òî åñòü íàïðàâëåíèå îáõîäà íà îáùåé ãðàíèöå ñîâ-
ïàäàåò.

Ïîâåðõíîñòü M2 , îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òðåóãîëüíûå îáëàñòè
íà íåé ìîæíî ñîãëàñîâàííî îðèåíòèðîâàòü.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.4. Ïîâåðõíîñòü M2 , ïîñòðîåííàÿ ïî äîïóñòèìîìó ãðàôó
(T, P ) â ïðåäëîæåíèè 3.1., îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå T âñå
öèêëû èìåþò ÷åòíóþ äëèíó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Íåîáõîäèìîñòü Ïóñòü ïîâåðõíîñòü M2 îðèåíòèðóåìà, òîãäà ìû ìîæåì çàäàòü ñîãëà-

ñîâàííóþ îðèåíòàöèþ òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òðåóãîëüíóþ îá-
ëàñòü δ ∈ ∆ , äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì, ÷òî åé ïðèïèñàíà ìåòêà θδ = +1 . Ïî ïðà-
âèëó ñîãëàñîâàíèÿ âñåì òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì áóäóò ïðèïèñàíû ìåòêè. Òàê êàê ìåæäó
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òðåóãîëüíûìè îáëàñòÿìè ìíîæåñòâà ∆ è ìíîæåñòâîì âåðøèí B ãðàôà T ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå π , òî êàæäîé âåðøèíå b ∈ B ìîæíî ïðèïèñàòü ìåòêó
θb = θδ , ãäå b = π(δ) .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë C ãðàôà T , ñîäåðæàùèé âåðøèíó b , ïîëîæèì
b = b1, b2, · · · bn, bn+1 = b - âåðøèíû öèêëà C . Ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ ìåòîê íà òðåóãîëü-
íûõ îáëàñòÿõ èíäóöèðóåò ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ ìåòîê íà âåðøèíàõ: ëþáûå äâå âåðøèíû,
èíöèäåíòíûå îäíîìó ðåáðó, èìåþò ðàçëè÷íûå ìåòêè.

Ïðèïèñàâ ìåòêó θb âåðøèíå b = b1 , ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ìåòêó íà âåðøèíå b2 , îò íåå íà âåðøèíå b3 è äàëåå ïî öåïî÷êå äî bn è ñíîâà íà b = bn+1 .
Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíå b ïðèïèñàíû äâå ìåòêè. Òàê êàê ïî ïðàâèëó ñîãëàñîâàíèÿ ìåòêè
ñîâïàäàþò, òî öèêë C èìååò ÷åòíóþ äëèíó.

Äîñòàòî÷íîñòü
Ïðåäïîëîæèì âñå öèêëû ãðàôà T èìåþò ÷åòíóþ äëèíó. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïóòü ÷åòíîé

äëèíû ñîåäèíÿåò âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ìåòêàìè, ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå ïðàâèëî
ñîãëàñîâàíèÿ ìåòîê íà âåðøèíàõ: ëþáûå äâå âåðøèíû, èíöèäåíòíûå îäíîìó ðåáðó, èìåþò
ðàçëè÷íûå ìåòêè.

Ïðèïèøåì ìåòêó θb∗ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå b∗ , â ñèëó ñâÿçíîñòè ãðàôà ïðàâèëî ñî-
ãëàñîâàíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìåòêè íà âñåõ âåðøèíàõ ãðàôà T . Òîãäà ïðîèçâîëü-
íîé òðåóãîëüíîé îáëàñòè δ = π−1(b) îäíîçíà÷íî ïðèïèñûâàåòñÿ ìåòêà θδ = θb . Òàê êàê
ìåòêè íà âåðøèíàõ ââåäåíû ñîãëàñîâàííî, òî òðåóãîëüíûå îáëàñòè ìîæíî ñîãëàñîâàííî
îðèåíòèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèïèñàííûìè èì ìåòêàìè, çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü M2 îðè-
åíòèðóåìà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. À.À. Àíäðîíîâ, Å.À. Ëåîíòîâè÷, È.È. Ãîðäîí, À.Ã. Ìàéåð., Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, Íàóêà, Ìîñêâà, 1966, 568 ñ.

2. Áåçäåíåæíûõ À.Í., Ãðèíåñ Â. Ç., �Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�,
Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ìåæâóç. òåìàòè÷.
ñá. íàó÷. òð.. Ò.×. 2, ðåä. Å. À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâà, ÃÃÓ, Ãîðüêèé, 1987, 24�32.

3. Ãðèíåñ Â. Ç., Ïî÷èíêà Î.Â, Ââåäåíèå â òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ êàñêàäîâ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè äâà è òðè, ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà,
Èæåâñêèé èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, Èæåâñê, 2011, 424 ñ.

4. Ãðèíåñ Â. Ç., Êàïêàåâà Ñ.Õ., �Êëàññèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèç-
ìîâ ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíîãî ãðàôà�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 2, 15 (2013), 12-22.

5. Êàïêàåâà Ñ.Õ., �Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíîãî ãðàôà�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 4, 14
(2012), 34-43.

6. Ëåîíòîâè÷ Å., Ìàéåð À.Î, �Î ñõåìå, îïðåäåëÿþùåé òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàç-
áèåíèÿ íà òðàåêòîðèè�, Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, 4, 103 (1955), 557�560.

7. Îøåìêîâ À.À., Øàðêî Â.Â., �Î êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà äâóìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê, 8, 189 (1998), 93-140.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 3



88

8. Peixoto M. M., “On the classification of flows on 2-manifolds”, Dynamical systems, 1973,
389-419.

9. Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèí, Îñíîâû êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè., Ãîñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî
òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, Ìîñêâà, 1947, 142 ñ.

10. Ì. Ì. Ïîñòíèêîâ, Ëåêöèè ïî ãåîìåòðèè. Ñåìåñòð III. Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ., Íàóêà,
Ìîñêâà, 1987, 480 ñ.

11. Ñ. Ñìåéë, �Äèôôåðåíöèðóåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû�, ÓÌÍ, 25:1(151) (1970), 113�
185.

Realization of gradient-like di�eomorphisms on surfaces by

means of automorphisms of three-color graphs

c⃝ S. H. Kapkaeva7

Abstract. This paper is a continuation of the papers [5], [4] which contain the conditions
of topological conjugacy of gradient-like di�eomorphisms on surfaces. In the present paper the
realization problem is solved. That is a standard representative is constructed in each class of
topologically conjugated gradient-like di�eomorphisms

Key Words: Morse-Smale di�eomorphisms, gradient-like di�eomorphisms, topological conjugate
di�eomorphisms, three-color graph, realization of di�eomorphisms
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