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Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðîâ ïî ðîáàñòíîìó ïîâåäåíèþ
èíòåðâàëüíûõ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ. Äîêàçàíî îáîáùåíèå ðåáåðíîé òåîðåìû äëÿ àôôèííûõ
ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ èç êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáñóæäàþòñÿ ñõîäñòâî è ðàçëè÷èÿ
íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ, ïàðàëëåëåïèïåä, ðåáåðíûé ïîëèíîì, ìíèìàÿ îñü,
ýêâèâàëåíòíîñòü.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè
ÿâëÿþòñÿ ñàìè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé
- àôôèííîå ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ

F̃ (s,Q) = {F (s, q) = F0(s) + q1F1(s) + . . .+ qlFl(s), |qi| ≤ γ, i = 1, l}. (1.1)

ñ ïàðàìåòðàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ â êóáå, γ - ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ,

Q = {q ∈ Rl : ∥q∥∞ ≤ γ}. (1.2)

ãäå ∥q∥∞ - íîðìà, ∥q∥∞ = max
1≤i≤l

|qi| .
Çàìåòèì, ÷òî Q ìîæåò áûòü ïàðàëëåëåïèïåäîì, åñëè |qi| ≤ αiγ , αi - ìàñøòàáíûå

ìíîæèòåëè, αi > 0 . Îäíàêî, çàìåíîé q̃i =
qi
αi

ìîæíî ëåãêî ñâåñòè çàäà÷ó, ãäå Q - ïàðàë-

ëåëåïèïåä, ê çàäà÷å, ãäå Q̃ - êóá.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.7. Îäíîìåðíîå ñåìåéñòâî âèäà

{F (s, q) : |qi| = γ, i ̸= k, |qk| ≤ γ} (1.3)

íàçûâàåòñÿ ðåáåðíûì ïîëèíîìîì, à âåðøèííûìè ïîëèíîìàìè íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìû âè-
äà F (s, q) , qi = ±γ , i = 1, l .

Ãåîìåòðè÷åñêè âåðøèííûå è ðåáåðíûå ïîëèíîìû ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì è ðåáðàì
êóáà (1.2), ò. å. ðåáåðíûé ïîëèíîì "ñîåäèíÿåò"äâà "ñîñåäíèõ"âåðøèííûõ ïîëèíîìà (ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñîñåäíèì âåðøèíàì êóáà), è âñåãî èìååòñÿ l · 2l−1 ðåáåðíûõ ïîëèíîìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.8. Íàçîâåì ïîëèíîì ñòåïåíè n èç êëàññà (n, k) - ýêâè-
âàëåíòíîñòè, åñëè ó íåãî k êîðíåé ñïðàâà, à n − k ñëåâà îò ìíèìîé îñè ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé.

Ò å î ð å ì à 1.5. Åñëè ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè φ1(s) è φ2(s)
ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, òî äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó êëàññó
ëèíåéíîãî ïîëèòîïà αφ1(s) + (1−α)φ2(s) , α ∈ [0, 1] íå ïåðåñåêàë îòðèöàòåëüíóþ âåùå-
ñòâåííóþ ïîëóîñü. Î÷åâèäíî ÷òî, ïðè k = 0 ïîëó÷èì èçâåñòíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâî-
ñòè ëèíåéíîãî ïîëèòîïà [2].
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå - îáîáùåíèå ðåáåðíîé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.6. Ïóñòü F̃ (s,Q) - àôôèííîå ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1.1) ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

deg Fi(s) ≤ F0(s), i = 1, l, degF0(s) = n, (1.4)

γ
l∑

i=1

|ain| < |a0n|, γ
l∑

i=1

|ai0| < |a00|, (1.5)

ãäå aim , i = 1, l - êîýôôèöèåíòû ïðè sm ïîëèíîìîâ Fi(s) . Ïóñòü ïîëèíîì F0(s) èç
êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè âñåãî àôôèííîãî ñåìåéñòâà
(1.1) êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå îäíîãî èç
äâóõ óñëîâèé:

• ëèáî äëÿ ëþáîé ïàðû Fµ(s) , Fη(s) âåðøèííûõ ïîëèíîìîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè
ðåáåðíîãî ïîëèíîìà, äëÿ èõ ãîäîãðàôîâ

Fµ(jω) = gµ(ω) + jhµ(ω) èFη(jω) = gη(ω) + jhη(ω)

âûïîëíÿåòñÿ: åñëè ω = ω0 âåùåñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

gµ(ω)hη(ω)− gη(ω)hµ(ω) = 0, (1.6)

òî ïðè ω = ω0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

gµ(ω)gη(ω) + hµ(ω)hη(ω) > 0. (1.7)

Ïðîâåðêà ïåðâîãî óñëîâèÿ - ïðèíàäëåæíîñòü ëèíåéíîãî ïîëèòîïà (ðåáåðíîãî ïîëè-
íîìà) êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî êðèòåðèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè ëèíåéíîãî ïîëèòîïà êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, äëÿ âåùåñòâåííî-
ãî ñëó÷àÿ (òåîðåìà 1), äëÿ êîòîðîãî ðîáàñòíûé êðèòåðèé Íàéêâèñòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïðè k = 2 [2], êàê è ðåáåðíàÿ òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè àôôèííîãî ñåìåéñòâà
ïîëèíîìîâ äëÿ ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû [4].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé èç [55]
(îáîáùåíèå ïðèíöèïà èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ) ñ q0 = 0 (ýòî çíà÷èò, ÷òî F0(s) èç êëàññà (n, k)
- ýêâèâàëåíòíîñòè), òîãäà íåðàâåíñòâà (4-5) ãàðàíòèðóþò óñëîâèå an(q) ̸= 0 , q ∈ Q , äëÿ
ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà F (s, q) . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü 0 ̸∈ S(ω) . Îáëàñòü S(ω)
èìååò âèä

S(ω) = {z ∈ C : z = F0(jω) +
l∑

i=1

qiFi(jω), ∥q∥∞ ≤ γ},

ò. å. àôôèííûé äâóìåðíûé îáðàç l - ìåðíîãî êóáà. Òàêîé îáðàç ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëü-
íèêîì, ñòîðîíû êîòîðîãî - îáðàçû ðåáåð êóáà Q . Ïîñêîëüêó 0 ̸∈ S(0) (â ñèëó (1.5)), òî
ìîæåò îêàçàòüñÿ 0 ∈ S(ω) , ëèøü åñëè 0 áóäåò ïðèíàäëåæàòü ãðàíèöå S(ω) äëÿ íåêîòîðî-
ãî ω > 0 . Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ãðàíèöà ñîîòâåòñòâóåò ðåáåðíûì ïîëèíîìàì,
à îíè ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàõîäÿòñÿ â êëàññå (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, åñëè íîëü ïîïàë íà ðåáðî ãðàíèöû S(ω) äëÿ íåêîòîðîãî ω = ω0 ,
ω0 > 0 , òî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî âåêòîðû (gµ(ω0), hµ(ω0)) , (gη(ω0), hη(ω0)) ÿâëÿþòñÿ êîë-
ëèíåàðíûìè äëÿ êàêîé-òî ïàðû (µ, η) , µ ̸∈ η è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî èç (1.6). Íî, òàê
êàê ýòè âåêòîðû ðàçíîíàïðàâëåíû, òî íåðàâåíñòâî (1.7) áûëî áû íàðóøåíî.
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Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê èç ïðèíàäëåæíîñòè àôôèííîãî ñåìåéñòâà êëàññó
(n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóåò ïðèíàäëåæíîñòü ðåáåðíûõ ïîëèíîìîâ ýòîìó æå êëàññó.
Âòîðîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðåáðà ãðàíèöû ìíîæåñòâà S(ω) íå ñîäåðæàò íóëÿ,
÷òî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðàçíîíàïðàâëåííûõ ïàð âåêòîðîâ (gµ(ω), hµ(ω)) è (gη(ω), hη(ω))
ïðè íåêîòîðîì ω0 > 0 . Õîòÿ ðåáðà S(ω) ìîãóò ïåðåñåêàòü ìíèìóþ è âåùåñòâåííóþ îñè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïðè íåêîòîðûõ ω0 ðàâåíñòâî â (1.6) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïðè k = 0 èç òåîðåìû 1.6. ïîëó÷èì ðåáåðíóþ òåîðåìó äëÿ
àôôèííîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáîáùåíèå ðåáåðíîé òåîðåìû (òåîðåìà 1.6.) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíóþ ôîð-
ìóëèðîâêó ïðèíàäëåæíîñòè àôôèííîãî ñåìåéñòâà êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè
÷èñëî l íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ìàëî. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðîâåðèòü âñå ðåáåð-
íûå ïîëèíîìû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà âèäà αM(s) +
(1 − α)N(s) (ãäå 0 ≤ α ≤ 1 è M(s) , N(s) - äâà ñîñåäíèõ âåðøèííûõ ïîëèíîìà), è
â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîáùåííûì êðèòåðèåì Íàéêâèñòà (òåîðåìà 1.5.), ðîëü òî÷êè -1 çäåñü
èãðàåò (1 − α)/α èõ ïðèíàäëåæíîñòü òîìó æå êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíî-
ñèëüíà òîìó, ÷òî ïîëèíîìû M(s) , N(s) èç êëàññà (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè, à ãîäîãðàô
G(jω) =M(jω)/N(jω) íå ïåðåñåêàåò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ïîëóîñü. Äåéñòâèòåëü-
íî,

∆Arg(αM(jω) + (1− α)N(jω)) =

= ∆ArgN(jω) + ∆Arg(
1− α

α
+
M(jω)

N(jω)
) =

π

2
(n− 2k).

Òàê êàê ∆ArgN(jω) = π
2
(n−2k) , òî ∆Arg((1−α)/α+W (jω)) = 0 . Îäíàêî, åñëè l âåëèêî,

òî ÷èñëî òàêèõ ïðîâåðîê çíà÷èòåëüíî (äàæå äëÿ l = 5 íóæíî ïðîâåðèòü l · 2l−1 = 80
ðåáåðíûõ ïîëíèìîâ).

Ïóñòü àôôèííîå ñåìåéñòâî ñòðîèòñÿ íà áàçå ïîëèíîìîâ Fi(s) ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, à ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ Q , Q ∈ Rl . Òîãäà èìååò ìåñòî îáîáùåíèå òåîðåìû
1.6. ñ ïî÷òè òîé æå ôîðìóëèðîâêîé, åñëè äîáàâèòü, ÷òî âñå Fi(s) - ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êðîìå òîãî, â óñëîâèÿõ (6-7) íàäî ðàññìàòðèâàòü ÷àñòîòû ω0 ,
ω ∈ (−∞,+∞) . Â äîêàçàòåëüñòâå ïðèìåíÿþòñÿ îáîáùåííèå ïðèíöèïà èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ
èëè îáîáùåíèå êðèòåðèÿ Ìèõàéëîâà äëÿ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Ïîñòðîèòü êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè àôôèííûõ ñå-
ìåéñòâ ïîëèíîìîâ ñ êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè, ò. å. q = (q1, q2, . . . , ql)

T , q ∈ Q ,
Q ∈ C l íå óäàåòñÿ äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå - èññëåäîâàíèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè
òàêîãî ñåìåéñòâà ( k = 0 ).

Äåëî â òîì, ÷òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà S(ω) â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç êóñêîâ êðèâûõ è
ìíîæåñòâî S(ω) ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì.

Äëÿ àôôèííîãî ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ âåðíû ðåáåðíàÿ òåîðåìà äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè è åå îáîáùåíèå (òåîðåìà 1.6.) äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåóñòîé-
÷èâîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëèðîâêàõ. Êðîìå òîãî, ìàêñèìàëüíûé ðàçìàõ íåîïðåäå-
ëåííîñòè ïðèíàäëåæíîñòè àôôèííîãî ñåìåéñòâà êëàññó (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî
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íàéòè íå òîëüêî ãðàôè÷åñêè, íî è ïî ôîðìóëàì èç [4], àíàëîãè÷íûì ôîðìóëàì äëÿ èí-
òåðâàëüíûõ äèñêðåòíûõ ñåìåéñòâ (ìíîæåñòâî S(ω) äëÿ àôôèííîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ
2l -óãîëüíèêîì, ãäå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ q ∈ Q , Q ⊂ Rl ).

Òàêèì îáðàçîì, êàê â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ íà ðîáàñòíóþ óñòîé÷èâîñòü àôôèííûõ ñå-
ìåéñòâ ïîëèíîìîâ, òàê è â ñëó÷àå èõ ïðîâåðêè íà ðîáàñòíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ýòè ïîëèíîìû
ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ è ãðàôè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, êàê â íåïðåðûâ-
íîì, òàê è â äèñêðåòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ 10-08-00624).
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Generalization of rib theorem

c⃝ S. V. Zubov 4, M. V. Strecopitova 5, O. S. Strecopitova 6

Abstract. The work is appears continuation of investigations authors on robust behavior interval
families of polynoms. Is proofs summarization of rib theorem for a�ne families polynoms from class
(n, k) - equivalent. Is discusses resemblance and distinctions in breaking o� and discreet cases.
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