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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
äëÿ äâóõ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Îòëè÷èå îò ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî îäíîâðåìåííî ñ âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñòðîÿòñÿ ýìïèðè÷åñêèå ñòàòèñòèêè
îïòèìàëüíîé äëèíû âûáîðêè è äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî êîýôôèöèåíò êîð-
ðåëÿöèè â íàèáîëüøåì ÷èñëå ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, îïòèìàëüíàÿ äëèíà âûáîðêè,
îïòèìàëüíûé óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè

1. Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ âåëè÷èí, ìîäåëü èçìåíåíèÿ êîòî-
ðûõ âî âðåìåíè ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ãëàâíûå
âåêòîðû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãðóïïû âåëè÷èí, íàõîäÿùèåñÿ ìåæ-
äó ñîáîé â ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè. Òàêîâû ìîäåëè è ïðîãíîçû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé, ìîäåëè ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ýêîëîãè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ñòàòèñòè÷åñêèå ìî-
äåëè â ñîöèîëîãèè è äð. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1] áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ìåòîäàõ îöåíêè
êîððåëÿöèè ýïèäåìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìåãàïîëèñà â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ çàãðÿçíåííî-
ñòè âîçäóõà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò íà÷àòîå èññëåäîâàíèå.

Òðàäèöèîííî ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ýòèõ îáëàñòÿõ îïèðàþòñÿ íà ìîäåëü ðåàêöèè (ëèíåéíîé èëè íåëèíåéíîé) ñëîæíîé ñèñòåìû
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ êàê âíåøíèå èëè óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ.
Ïðè ýòîì öåëü àíàëèçà äàííûõ çà îïðåäåëåííûé èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â òàêîé ìîäåëè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíè îáðàçóþò ñòàöèîíàðíûé
âðåìåííîé ðÿä. ×àùå âñåãî àíàëèçèðóþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè ðåàêöèè, êîãäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî äâà íàáëþäàåìûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäà äàííûõ íàõîäÿòñÿ ìåæäó ñîáîé â ñòà-
öèîíàðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè. Â ðåàëüíîñòè ñòàöèîíàðíîñòü ñâÿçè âûïîëíÿåòñÿ
ëèøü ïðèáëèæåííî, ïîñêîëüêó â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ êîýôôèöèåíòû â ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèîíàëàìè îò àíàëèçèðóåìûõ ðÿäîâ äàííûõ. Ïî-
ýòîìó âñå ìîäåëè êîèíòåãðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ñîäåðæàò êîððåëèðîâàííûå îñòàò-
êè ðåãðåññèé. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî î÷åâèäíûé êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò î òîì,
÷òî íåêîòîðûå äâà ðÿäà íàõîäÿòñÿ â êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè - íàïðèìåð, óðîâåíü çà-
ãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû îïðåäåëåííûì òèïîì âåùåñòâà è çàáîëåâàåìîñòü íàñåëåíèÿ òåì
èëè èíûì âèäîì çàáîëåâàíèÿ, íå èìååò ÷åòêîãî ÷èñëåííîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Èìåííî, åñëè
çàôèêñèðîâàòü ëàã êîððåëÿöèè è ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, è íà÷àòü çàòåì âàðüèðî-
âàòü äëèíó âûáîðêè, òî ÷àñòî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
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èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ è äàæå ìîæåò ìåíÿòü çíàê. È îáðàòíî,
åñëè çàôèêñèðîâàòü äëèíó âûáîðêè, òî êîððåëÿöèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò
áûòü ñèëüíî íåñòàöèîíàðíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîððåêòíîãî
îïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùåé èññëåäîâàòåëÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû êîððåëÿöèè ìåæäó
äâóìÿ íåñòàöèîíàðíûìè âðåìåííûìè ðÿäàìè. Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,
÷òî âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè äàííûõ ñòàáèëèçèðóåòñÿ
ê ñâîåìó ãåíåðàëüíîìó çíà÷åíèþ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîâ, ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ íàáëþäàåòñÿ íåïîñòîÿíñòâî êîððåëÿöèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè
äëÿ âûáîðêè îïðåäåëåííîãî îáúåìà, à òàêæå è íåïîñòîÿíñòâî åå â îäèí è òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè, íî äëÿ âûáîðîê ðàçíûõ îáúåìîâ. Êàê îïðåäåëèòü âåëè÷èíó êîððåëÿöèè è åå
äîñòîâåðíîñòü äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ? Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ êîððåêòíîãî îïðå-
äåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé äëèíû âûáîðêè,
íà êîòîðîé ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèé. Èìåííî, òðåáóåòñÿ
íàéòè äëèíó âûáîðêè, íà êîòîðîé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäà-
ìè ïðîÿâëÿåòñÿ ñ íàèáîëüøåé äîñòîâåðíîñòüþ.

Ôîðìàëüíî íåñòàöèîíàðíûé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáû÷íûé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, çàâèñÿùèé îò äëèíû âûáîðêè è òå-
êóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, îò êîòîðîãî íàçàä â ïðîøëîå îòñ÷èòûâàåòñÿ ýòà âûáîðêà.

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà, øèðèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà êîððåëÿöèè, ìîæíî íàéòè äëèíó âûáîðêè, íà êîòîðîé äîëÿ êîððåëÿöèé, ïîïàäàþ-
ùèõ â ýòîò ïðîìåæóòîê, íàèáîëüøàÿ. Ýòà äîëÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðîâåíü äîñòîâåðíî-
ñòè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè. Òîò èíòåðâàë, äëÿ êîòîðîãî ýòà äîëÿ àáñîëþòíî íàèáîëüøàÿ,
ïðèíèìàåòñÿ çà ïðîìåæóòîê, ñîäåðæàùèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Ýòîò ìåòîäè÷åñêèé
ïîäõîä è îïèñûâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2. Îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè.

Îïèøåì ñíà÷àëà îáùèé ìåòîä îòûñêàíèÿ êîððåëÿöèîííîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èäåÿ ìåòîäà áûëà ïðåäëîæåíà â [2] äëÿ àíàëèçà
íåëèíåéíûõ õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ äàëåå
ðàññìîòðåíèåì äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ïî âðåìåíè íà îò-
ðåçêå [0; 1] . Äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ
çíà÷åíèé â îïðåäåëåííûå êëàññîâûå èíòåðâàëû, íà êîòîðûå íà ïðàêòèêå ðàçáèâàåòñÿ ïðî-
ìåæóòîê [0; 1] . Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü ðàçáèåíèå íà ïðîìåæóòêîâ ðàâíîìåðíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïïðîêñèìèðóþòñÿ îäíîé è òîé æå
ãèñòîãðàììîé.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðÿäû {xi} è {yi} ñòàöèîíàðíû, è ìåæäó íèìè åñòü ïðÿ-
ìàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, ò.å. y = φ(x) . Òîãäà, ïîñòðîèâ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé FN(x, y, t) ïî âûáîðêå äëèíû N â ìîìåíò âðåìåíè t , ìû îáíàðóæèì, ÷òî
ñ òî÷íîñòüþ 1/

√
N â íîðìå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé îíî íå ìåíÿåòñÿ, è åãî íîñèòåëü íà-

õîäèòñÿ â êâàäðàòàõ yi = φ(xj) , â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ãèñòîãðàììû. Òî÷íîñòü, ñ
êîòîðîé ìû ìîæåì ãîâîðèòü î òàêîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè, ðàâíà òî÷íîñòè ïîçèöèîíè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â êëàññîâûõ èíòåðâàëàõ, ò.å. 1/n . Äåéñòâèòåëüíî, òî÷íîñòü
îöåíêè ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè -� ýòî ìåðà íîñèòåëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â åäè-
íè÷íîì êâàäðàòå. Ïðè ôèêñèðîâàííîé ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ ýòà äîëÿ, ò.å. òî÷íîñòü îöåíêè,
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 1/n (n êâàäðàòîâ ñ ïëîùàäüþ 1/n2 ). Óðîâåíü äîñòîâåðíî-
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ñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè ðàâåí èíòåãðàëó îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáðàííîé äîëå
íîñèòåëÿ. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå âíå îòìå÷åííûõ êâàäðàòîâ íåò òî÷åê íîñèòåëÿ ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè ðàâåí åäèíèöå.

Åñëè ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè íåò, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå j èíòåðâàëà ïî ïåðâî-
ìó àðãóìåíòó ìû îáíàðóæèì îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè FN(j, i, t) äëÿ íåñêîëü-
êèõ íîìåðîâ i èíòåðâàëîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû âûáîðêè
íîñèòåëü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàíèìàåò âñå áîëüøóþ äîëþ îáëàñòè ðàçáèåíèÿ ãè-
ñòîãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïóòåì ïîòåðè òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòîâåðíóþ îöåíêó
ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè äàæå â îòñóòñòâèå òàêîâîé, íî áóäåò ëè ýòî óäîâëåòâîðÿòü èññëåäî-
âàòåëÿ? Íàñêîëüêî òî÷íî íóæíî ïîçèöèîíèðîâàòü èñêîìîå çíà÷åíèå, ÷òîáû è âåðîÿòíîñòü
åãî ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëåííîìó èíòåðâàëó áûëà íå èñ÷åçàþùå ìàëîé, è ñàì èíòåðâàë
ñóùåñòâåííî îòëè÷àëñÿ áû îò âñåãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû? Ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ, ÷òî âìåñòî àïðèîðè çàäàâàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ñëåäóåò ââåñòè ñîãëàñîâàííûé
êðèòåðèé ñîâìåñòíîé îöåíêè òî÷íîñòè è óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.

Ïóñòü δ =
∫
Ω

dxdy åñòü ìåðà ìíîæåñòâà Ω(x, y) , ïðèíàäëåæàùåãî íîñèòåëþ ñîâìåñòíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîì ìîæíî îäíîçíà÷íî ãîâîðèòü î ñâÿçè ìåæäó x è y . Âåëè÷èíà
δ áóäåò òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé óñòàíîâëåíà ýòà ñâÿçü, à âåëè÷èíà α =

∫
Ω

F (x, y)dxdy áóäåò

äàâàòü óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè íàéäåííîé ñâÿçè. È δ , è α çàâèñÿò îò ìíîæåñòâà Ω(x, y) .
Òîãäà ââåäåì ôóíêöèîíàë, ìèíèìèçèðóþùèé ñîâîêóïíóþ îøèáêó îöåíêè êîððåëÿöèîííîé
ñâÿçè (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîé), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà òîì ìíîæåñòâå Ω(x, y) , ãäå

U2 = (1 − α(Ω))2 + δ(Ω)2 → min . (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.1) íå ïîçâîëÿåò â îáùåì ñëó÷àå îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ìíî-
æåñòâî Ω(x, y) . Äëÿ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé F (x, y, t) ýòî ìíîæåñòâî ïðè ôèêñèðî-
âàííîì x ñîäåðæèò y = arg maxF (x, y) . Áóäåì ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
Ω(x, y) ñîäåðæèò ïîëîñó ðàçáèåíèÿ ãèñòîãðàììû, ñîäåðæàùóþ ëîêàëüíûå (ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ íîìåðàõ -ÿ÷ååê) ìàêñèìóìû ðàñïðåäåëåíèÿ FN(j, i, t) . Ñîáñòâåííî çíà÷åíèåì i(j)
áóäåò íàçûâàòüñÿ íîìåð ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé óñëîâíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå íîìåðà i ïî ìíî-
æåñòâó ÿ÷ååê ñ j -ûì íîìåðîì âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ δ îõâàòûâàåò
arg maxF (j, i) .

Ôóíêöèîíàë U çàâèñèò îò äëèíû âûáîðêè N . Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñ óâåëè÷åíèåì
ïðîèñõîäèò ëèøü óòî÷íåíèå ìíîæåñòâà Ω(x, y) è, ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ
U . Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå äëèíû âûáîðêè ñâåðõ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ ôóíêöèîíàëà U . Ïóñòü U(N, t) åñòü ðåçóëüòàò îïòèìèçà-
öèè (2.1) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ïî âûáîðêàì ïðîèçâîëüíûõ îáúåìîâ, ïðè êîòîðîì
íàõîäÿòñÿ ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ δ(N, t) è α(N, t) . Òîãäà

Nopt(t) = arg minU(N, t). (2.2)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ìíîæåñòâîì Ω(x, y; t) , ïîëó-
÷åííîì â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè (2.1), â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü ñîâåðøåí-
íî ðàçëè÷íîé. Òàêæå è îïòèìàëüíûå äëèíû Nopt(t) îáðàçóþò â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ν(N) . Â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì çà ðàññìàòðèâàå-
ìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè áóäåò íåêîòîðîå ñðåäíåå èç îïòèìàëüíûõ äëèí è íåêîòîðàÿ ñðåä-
íÿÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü. Òî÷íîñòü ýòîé ñâÿçè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ åå óñëîâíîé äèñïåð-
ñèåé (ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååòñÿ çàäàííàÿ íåòî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíî-îïòèìàëüíîé
äëèíû âûáîðêè) è ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ê äëèíå âûáîðêè. Ïðèìåð
ýòîãî îáùåãî ïîäõîäà áóäåò äàëåå ðàññìîòðåí ïîäðîáíî äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà èñêîìîé
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ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè � à èìåííî, ëèíåéíîé. Ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì â ýòîì ñëó÷àå
(ò.å. ìíîæåñòâîì Ω(x, y; t) ) áóäåò âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ âðåìåí-

íûìè ðÿäàìè

Ïóñòü x(t) è y(t) �� äâà èññëåäóåìûõ âðåìåííûõ ðÿäà íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] ,
è R(k, t) åñòü èõ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî âûáîðêå îáúåìà k â ìîìåíò
âðåìåíè t , ò.å. êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, âû÷èñëåííûé ïî äàííûì, âçÿòûì â ìîìåíòû
âðåìåíè t− k + 1 , t− k + 2 , . . . , t .

Êîððåëÿöèÿ R(k, t) âûáîðêè {x1, . . . , xk} îáúåìà k â ìîìåíò âðåìåíè t íà âûáîðêó
{y1, . . . , yk} îïðåäåëÿåòñÿ r(t) ïî ôîðìóëå (3.3)

R(k, t) =

k
t∑

i=t−k+1

xiyi −
(

t∑
i=t−k+1

xi

)(
t∑

i=t−k+1

yi

)
√
k

t∑
i=t−k+1

x2i −
(

t∑
i=t−k+1

xi

)2
√
k

t∑
i=t−k+1

y2i −
(

t∑
i=t−k+1

yi

)2
. (3.3)

Îïðåäåëèì äâà âçàèìîäîïîëíÿþùèõ âðåìåííûõ ðÿäà: ðÿä r(t) ìàêñèìàëüíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîððåëÿöèè R(k, t) , è ðÿä n(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìîâ âûáîðêè,
íà êîòîðûõ êîððåëÿöèÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ìàêñèìàëüíà:

r(t) = max
k
R(k, t) n(t) = arg max

k
R(k, t). (3.4)

Ïðè âû÷èñëåíèè r(t) îáúåì âûáîðêè äîëæåí ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé
îáúåì, íà êîòîðîì âîîáùå ðàçóìíî âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèþ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
k ≥ 3 .

Îïðåäåëèì òàêæå ñðåäíåå çíà÷åíèå r̄ è äèñïåðñèþ σ2
r ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé êîððå-

ëÿöèè ïî âñåì ìîìåíòàì âðåìåíè, è àíàëîãè÷íî n̄ è σ2
n . Ïóñòü òàêæå γ åñòü êîýôôèöèåíò

êîððåëÿöèè ðÿäîâ r(t) è n(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] . Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîäñ÷è-
òûâàåòñÿ ïî êîëè÷åñòâó äàííûõ T −N + 1 , ãäå N ≤ T åñòü ìàêñèìàëüíûé îáúåì ñðåäè
âñåõ n(t) : N = max

t
n(t) .

Âåëè÷èíà σr/r̄ õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó ðàçáðîñà ñðåäíèõ ïî âðåìåíè
çíà÷åíèé ìàêñèìóìîâ êîððåëÿöèé. Ýòî óñëîâèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ïîêàçàòåëåì òî÷íîñòè îöåíêè R(n, t) = r̄ . Åñëè æå îáúåì âûáîðêè n(t) òàêæå ìåíÿ-
åòñÿ ñî âðåìåíåì, òî ôàêòè÷åñêàÿ íåòî÷íîñòü â îöåíêå êîððåëÿöèè r(t) äîëæíà îïðåäå-
ëÿòüñÿ ñ ó÷åòîì âàðèàöèè σn/n̄ . Îäíàêî ïðè âàðèàöèè îáúåìà âûáîðêè ìîæåò îêàçàòüñÿ,
÷òî êîððåëÿöèÿ íà îòðåçêå ∆σ(n(t)) = [n(t) − σn;n(t) + σn] ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïî-
ýòîìó, ÷òîáû ó÷åñòü âàðèàöèþ îáúåìà âûáîðêè, íåîáõîäèìî îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü
êîððåëÿöèè ïî îáúåìó âûáîðêè.

Ââåäåì âåëè÷èíó

λ(t) =
n(t)

2σnr(t)

(
max

k∈∆σ(n(t))
R(k, t) − min

k∈∆σ(n(t))

)
, (3.5)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòíûé àíàëîã ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðàçìàõà êîððåëÿöèè
ïî ëîãàðèôìó îáúåìà âûáîðêè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ
íà îòðåçêå ∆σ(n(t)) = [n(t) − σn;n(t) + σn] øèðèíû 2σn . Ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå
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λ̄ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ êðóòèçíó ãðàôèêà êîððåëÿöèè êàê ôóíêöèè îáúåìà âûáîðêè â
îêðåñòíîñòè ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè λ̄ áëèçêî ê íóëþ, ò.å. ãðàôèê R(n(t), t)
ïðåäñòàâëÿåò ñëàáî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ îáúåìà âûáîðêè, ïðèáëèçèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íóþ îñè àáñöèññ, òî çíàíèå èìåííî òîãî îáúåìà n(t) , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
êîððåëÿöèè, íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëüêó áëèçêèå ê íåìó çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèè äîñòèãàþòñÿ
è íà äðóãèõ îáúåìàõ. Òåì ñàìûì λ̄ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìàêñèìóìà
êîððåëÿöèè ê îáúåìó âûáîðêè. Òîãäà â êà÷åñòâå îðèåíòèðîâî÷íîé îöåíêè îòíîñèòåëüíîé
íåòî÷íîñòè O2 â óñòàíîâëåíèè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè íà óðîâíå r̄ ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëü

O2 =

(
σr

r̄

)2

+ (1 − γ2)(λ̄)2

(
σn

n̄

)2

(3.6)

Âåëè÷èíà γ2 îïðåäåëÿåò òó äîëþ äèñïåðñèè ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü ¾îáúÿñíåíà¿ äèñïåðñèåé îáúåìà âûáîðêè â ðåãðåññèîííîì ïðèáëèæåíèè. Îñòà-
òîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáñòâåííûé âêëàä âàðèàöèè îáúåìà âûáîðêè â íåòî÷íîñòü îöåíêè êîð-
ðåëÿöèè. Òîãäà øèðèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî îöåíêó ìàêñèìàëüíîé
êîððåëÿöèè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè O , ðàâíà 2Or̄ .

Êðèòåðèé ≪ O2 ≫ (3.6) äàåò óðîâåíü çíà÷èìîñòè îöåíêè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè, õà-
ðàêòåðèçóåìîé ÷èñëîì r̄ . Íî îáúåì âûáîðêè, íà êîòîðîì ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ýòó êîð-
ðåëÿöèþ, íå ôèêñèðóåòñÿ êðèòåðèåì (3.6). Ýòîò îáúåì ìîæåò áûòü ëþáûì â ãðàíèöàõ
[n̄−σn; n̄−σn] , ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ ââåäåíèåì êîýôôèöèåíòà ÷óâñòâèòåëüíîñòè λ̄ . Ïîñêîëüêó
æå íå îáÿçàòåëüíî íàèáîëüøàÿ êîððåëÿöèÿ ñ íàèáîëüøåé æå äîñòîâåðíîñòüþ äîñòèãàåòñÿ
íà ñðåäíåì îáúåìå n̄ , äàþùåì ìàêñèìóìû êîððåëÿöèé, òî ñëåäóåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îïòèìàëüíûé îáúåì nopt .

Ââåäåì äîñòîâåðíîñòü α â îïðåäåëåíèè îáúåìà âûáîðêè, ïðè êîòîðîì êîððåëÿöèÿ ìåæ-
äó ðÿäàìè íå íèæå îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Mn(t) òåõ îáúåìîâ âû-
áîðêè n , êîððåëÿöèÿ ïî êîòîðûì â ìîìåíò âðåìåíè t ëåæèò â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ∆
çíà÷åíèé, ò.å.

Mn(t) :
∪
n

{n : R(n, t) ∈ ∆}. (3.7)

Êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] íàçûâàåòñÿ
äîñòîâåðíîé ïî îáúåìó âûáîðêè íà óðîâíå α ñ àáñîëþòíîé îøèáêîé δ , åñëè ïåðåñå÷åíèå
T∩
t=1

Mα
n (t) íå ïóñòî. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü íå ìåíåå, ÷åì [α(T − n(t) + 1)] íîñèòåëåé

n(t) çíà÷åíèé êîððåëÿöèè ýòèõ ðÿäîâ êàê ôóíêöèè îáúåìà âûáîðêè, ñîäåðæàùèõñÿ â
ïîëîñå ìèíèìàëüíîé øèðèíû δ ( [1; 1 − δ] äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè, [−1;−1 + δ]
äëÿ ìèíèìàëüíîé, [−δ/2; δ/2] äëÿ íóëåâîé êîððåëÿöèè).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òðè ñëó÷àÿ: äîñòîâåðíàÿ êîððåëÿöèÿ, äîñòîâåðíàÿ àíòèêîððå-
ëÿöèÿ, à òàêæå äîñòîâåðíîå îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè (íóëåâàÿ êîððåëÿöèÿ). Ðàçáåðåì ïî-
äðîáíî ñëó÷àé äîñòîâåðíîé êîððåëÿöèè, ò.å. óñòîé÷èâîãî ïî âðåìåíè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî
ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà âûáîðî÷íîé êîððåëÿöèè, âû÷èñëåííîãî ïî îäèíàêîâîìó
îáúåìó äàííûõ. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [1;T ] ñòðîèòñÿ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
R(n, t) êàê ôóíêöèÿ îáúåìà âûáîðêè n , n ≤ t , çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå 0 < δ < 1
è ðàññìàòðèâàþòñÿ òå è òîëüêî òå çíà÷åíèÿ R(n, t) , êîòîðûå ïîïàëè â ïîëîñó [1; 1 − δ] .
Ïóñòü {ni(t)} �� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ âûáîðîê. Ìíîæåñòâî Mn(t) îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê Mn(t) =
∪
i

ni(t) . Çíà÷åíèå ni(t) = m êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà Mn ìîæåò
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ïîÿâèòüñÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íå áîëåå ÷åì T − m + 1 ðàç. Åñëè îíî ïîÿâè-
ëîñü èìåííî ñòîëüêî ðàç, òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ (ñ äîñòîâåðíîñòüþ α = 1 ) îáúåì âûáîðêè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè êîððåëÿöèè ìíîæåñòâó [1; 1 − δ] .

Çàäàäèì íåêîòîðîå 0 ≤ α ≤ 1 . Ïóñòü çíà÷åíèå ni(t) = m ïîÿâèëîñü k ðàç. Åñëè

k/(T −m+ 1) ≥ α , òî ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè
T∩
t=1

Mα
n (t) áóäåì ñ÷èòàòü íåïó-

ñòûì ñ äîñòîâåðíîñòüþ α . Âçÿâ çàòåì îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé,
ïîëó÷èì ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå) îáúåìîâ âûáîðêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå íàëè÷èÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè íà âûáðàííîì óðîâíå çíà÷èìî-
ñòè. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåðåòñÿ òîò îáúåì âûáîðêè nopt , äëÿ êîòîðîãî äîñòîâåð-
íîñòü, ò.å. îòíîøåíèå k/(T −m + 1) âûøå, à ïðè ðàâíûõ çíà÷åíèÿõ òàêèõ îòíîøåíèé �
íàèáîëüøèé èç îáúåìîâ.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå δ(α) , ïðè êîòîðîì âûøåîïèñàííîå îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé íå
ïóñòî, è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü àáñîëþòíóþ îøèáêó â îïðåäåëåíèè êîððåëÿöèè, à âåëè÷èíà
1 − δ(α) �� íàèìåíüøóþ èç âîçìîæíûõ îöåíîê ìàêñèìóìà êîððåëÿöèè. Îòíîñèòåëüíàÿ
îøèáêà â îïðåäåëåíèè ìàêñèìóìà êîððåëÿöèè áóäåò òîãäà íå áîëüøå, ÷åì δ/(1 − δ) .

Óñòîé÷èâîñòü êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó âûáîðêè õàðàêòåðèçóåòñÿ
äîñòîâåðíîñòüþ α , êîòîðóþ æåëàòåëüíî ñäåëàòü êàê ìîæíî áîëüøå. Îäíàêî ñ óâåëè÷å-
íèåì α íà÷èíàåò âîçðàñòàòü è ìèíèìàëüíîå δ(α) , òàê ÷òî îïòèìàëüíûì ñëåäóåò ñ÷èòàòü
òàêîå çíà÷åíèå α , ïðè êîòîðîì

U2 = δ2 + (1 − α)2 → min . (3.8)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êðèòåðèé (3.8) íå îáîáùàåò êðèòåðèé (3.6), à óòî÷íÿåò îáúåì, ïî êî-
òîðîìó ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âûáîðî÷íóþ êîððåëÿöèþ. Âåëè÷èíà êðèòåðèÿ U íå ÿâëÿåòñÿ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè, ò.å. åãî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå íå èìååò ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ñìûñëà, à âàæíîñòü èìåþò ëèøü àðãóìåíòû, ïðè êîòîðûõ ýòîò êðèòåðèé ìèíè-
ìàëåí. Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîððåëÿöèÿ ïðè âûáðàííîì îáúåìå nopt ïðè-
íàäëåæèò ïðîìåæóòêó [1; 1−δ(α)] , îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì F (R, nopt) ,
è ïî ïîñòðîåíèþ ðàâíà α .

Îïèñàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé êîð-
ðåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè. Çàäàäèì íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî −1 < r < 1 è
ðàññìîòðèì îòðåçîê, åãî ñîäåðæàùèé, øèðèíîé δ :

∆δ(r) = [a; b] ⊂ [−1; 1], b− α = δ. (3.9)

Äëÿ êàæäîãî r ðàññìàòðèâàþòñÿ òå, è òîëüêî òå çíà÷åíèÿ R(n, t) , êîòîðûå ïîïàëè â
îòðåçîê ∆δ(r) . Ïóñòü {ni(t)} �� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ âûáîðîê. Êîððåëÿ-
öèþ R ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] íàçûâàåì äîñòîâåðíîé ïî

îáúåìó âûáîðêè íà óðîâíå β â ïðîìåæóòêå ∆δ(r) , åñëè ïåðåñå÷åíèå
T∩
t=1

Mβ
n (t) íå ìåíåå

÷åì [β(T−n(t)+1)] íîñèòåëåé n(t) çíà÷åíèé êîððåëÿöèè ýòèõ ðÿäîâ êàê ôóíêöèè îáúåìà
âûáîðêè, è îíî íå ïóñòî. Èç âñåõ âîçìîæíûõ ïàð α, β , äëÿ êîòîðûõ ýòî ïåðåñå÷åíèå íå
ïóñòî, âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îòðåçîê (3.9) íàèìåíüøåé äëèíû. Âàðüèðóÿ
çàòåì âåëè÷èíó β , íàõîäèì ìèíèìóì êðèòåðèÿ (3.8): U2(r) = δ2 + (1 − β)2 → min . Â
ðåçóëüòàòå íàõîäèì β(r) , δ(β) è nopt(r) . Íàèáîëåå äîñòîâåðíîé áóäåì ñ÷èòàòü òó êîððå-
ëÿöèþ, äëÿ êîòîðîé óðîâåíü äîâåðèÿ íàèáîëüøèé:

ropt = arg max β(r). (3.10)
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4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæ-
äó äâóìÿ ðÿäàìè, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî áåç èçìåíåíèé îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ââåäåíû äâà êðèòåðèÿ, ñîâìåñòíàÿ îïòèìèçàöèÿ êîòîðûõ ïîçâîëÿåò
íàéòè íàèëó÷øèé îáúåì âûáîðêè è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
ñîäåðæàùèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðîâåëè îïòèìèçàöèþ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ëàãà ìåæäó
ðÿäàìè, ïîñêîëüêó ìåòîäèêà íå çàâèñèò îò ýòîãî ïàðàìåòðà. Åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
òàêæå è íàèáîëåå äîñòîâåðíûé ëàã, òî, ïàðàìåòðèçóÿ ðåçóëüòàò (3.10), íàõîäèòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå èç íàèáîëüøèõ óðîâíåé äîâåðèÿ, êîòîðîìó è îòâå÷àåò ýòîò ëàã.

Ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ êîððåëÿöèé ñ
ïåðåìåííûì ëàãîì ê çàäà÷àì ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà â íåôòåãàçîâîé ñôåðå ñîäåð-
æèòñÿ â [4]�[5]. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ îïèñàííàÿ ìåòîäèêà áóäåò ïðèìåíåíà äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû äëÿ ìíîãîôàêòîðíûõ çàäà÷ ýêîëîãè÷åñêîãî è ýïèäåìèî-
ëîãè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ.
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Methodology of correlation coe�cient calculation for

non-stationary time series

c⃝ D.S. Kirillov5, L.V Klochkova6, J.H. Orlov7, V.F. Tishkin8

Abstract. In this paper we construct a method of determination of correlation coe�cient for two
non-stationary time series. In comparison with stationary case we need to determine the so-called
optimal set length and con�dence interval as empirical statistics.
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