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õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íà îñíîâå òåîðèè ãðàôîâ

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1À. Ñ. Èñìàãèëîâà2

Àííîòàöèÿ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êîíñòàíò ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ
ñòàäèé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î êîíöåíòðàöèÿõ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âå-
ùåñòâ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåòîäîëîãèè àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè
êèíåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùåé âûäåëèòü ÷èñëî è âèä
íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Îáðàòíàÿ çàäà÷à, èíôîðìàòèâíîñòü, ïàðàìåòðû ìîäåëè, áàçèñ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãðàô õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ìåàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè-
÷åñêèõ ðåàêöèé, � íåäîñòàòî÷íàÿ èíôîðìàòèâíîñòü êèíåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé [1]. Ñëîæ-
íîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç ó÷àñòíèêîâ ðåàêöèè íåïîñðåäñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü ìîæíî
òîëüêî ÷àñòü � èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû ðåàêöèè. Èçó÷åíèå ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé ïðèâîäèò ê ñõåìàì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ, êîòîðûå
íåâîçìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü â õîäå ðåàêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çíà÷èòåëüíàÿ ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ïðè îöåíèâàíèè
ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êèíåòèêè ñëîæíûõ ðåàêöèé. Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è [2].

Âàæíî çíàòü, êàêèå èç êîíñòàíò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàäàííîé ñòðóêòóðå ýêñ-
ïåðèìåíòà, êàêèå îïðåäëÿþòñÿ òîëüêî â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ êîìáèíàöèé, êîëè÷åñòâî
íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé è êàêîâ èõ ÿâíûé âèä. Åñëè ïðè âñåì ýòîì ÷èñëî òàêèõ êîìáè-
íàöèé ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà êîíñòàíò, òî â òåõíîëîãè÷åñêèõ öåëÿõ óäîáíî èìåòü äåëî ñ
ìîäåëÿìè, ñîäåðæàùèìè ìåíüøåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.

Â [3], [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííûé âîïðîñ, ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíûì àï-
ïàðàòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé, ìàòðèöû ßêîáè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ÷àùå âñåãî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå:

da

dt
= f (a, k) ,

ãäå a � âåêòîð êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, k � âåêòîð êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò, f âûïèñûâà-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ.

Åñëè èçìåðÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòè âåùåñòâ, òî a = (x′, y) , ãäå x′ è y � âåêòîðà
èçìåðÿåìûõ è íåèçìåðÿåìûõ âåùåñòâ ñîîòâåòñòâåííî. Êîíöåíòðàöèÿ íåèçìåðÿåìûõ âå-
ùåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ èç íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä: 

dx
dt

= f1 (x′, y, k)
f2 (x′, y, k) = 0
x′ (0) = x′0

(1.1)
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x′ = x+F (x, ε) , ãäå ôóíêöèÿ F (x, ε) çàêëþ÷àåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïîãðåøíîñòè èçìå-
ðåíèÿ, 0 ≤ ε ≤ ε1 , ãäå ε1 � ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòà. Ïàðàìåòð
ε âõîäèò â âåêòîð îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ k′ = k′ (k, ε) .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà è âèäà íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
(ÍÏÔ) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ìàòðèöó

U =

(
∂f1
∂k′

)
−
(
∂f1
∂y

)(
∂f2
∂y

)−1(
∂f2
∂k′

)
, (1.2)

ÿâíûé âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñèñòåìû (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A , çàâèñÿùàÿ îò k è ε , òàêàÿ, ÷òî U ·A ≡ 0 . Åñëè ýòà ìàòðèöà
íàéäåíà, òî áàçèñ íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

∂ρ

∂k′
· A = 0,

ãäå ρ1 (k, ε) , ... , ρm (k, ε) � ñèñòåìà ÍÏÔ, m � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû ßêîáè. Ìàòðèöó A íàçûâàþò ìàòðèöåé ñâÿçåé.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ðåàêöèþ:

1)A+ Z ⇒ AZ
2)AZ ⇒ BZ
3)BZ ⇒ B + Z

(1.3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçìåðÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ òåêóùàÿ êîíöåíòðàöèÿ èñõîäíî-
ãî âåùåñòâà A , ïðîäóêòà ðåàêöèè B , ò.å. [x1, x2] = [A,B] , x′i = xi (1 + εi) , 1 ≤ i ≤ 2 .
Êîíöåíòðàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ Z , AZ , BZ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé êâàçèñòà-
öèîíàðíîñòè, ò.å. [y1, y2, y3] = [Z,AZ,BZ] .

Âûïèøåì ìàòðèöû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ U (1.2):

∂f1
∂k

=
(
−x′1y1 0 0 −k1x1y1

)
,

∂f1
∂y

=
(
−k1x′1 0 0

)
,

∂f2
∂k

=

 −x′1y1 0 y3 −k1x1y1
x′1y1 −y2 0 k1x1y1

0 0 0 0

 ,
∂f2
∂y

=

 −k1x′1 0 k3
k1x

′
1 −k2 0

1 1 1

 ,

(
∂f2
∂y

)−1

=
1

∆

 −k2 k3 k2k3
−k1x′1 −k1x′1 − k3 k1k3x

′
1

k1x
′
1 + k2 k1x

′
1 k1k2x

′
1

 , ∆ = −k1k2k3x1y1.

Òîãäà ìàòðèöà ßêîáè äëÿ x′ (x, ε) îò k′ (k, ε) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
1

∆

(
1
k1

(1 + ε) y2
k2y1

(1 + ε) y3
k3y1

(1 + ε) 1
)
.

Ìàòðèöà ñâÿçåé A èìååò âèä

A =


k1 0
0 k22
0 −k23

− (1 + ε1) 0

 . (1.4)

Ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ:

k1
∂ρ1
∂k1

− (1 + ε1)
∂ρ1
∂ε1

= 0, k22
∂ρ2
∂k2

− k23
∂ρ2
∂k3

= 0,
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÷àñòíîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèèòü ñèñòåìîé

ρ1 = k1 (1 + ε1) , ρ2 =
k2 + k3
k2k3

. (1.5)

Ïóñòü ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â âèäå, ñîäåðæàùåì òîëüêî íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ρ1 è
ρ2 . Ïóñòü íàéäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 è ρ2 , óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùèå x =
(x1, x2) . Òîãäà ôîðìóëû (1.5) îïðåäåëÿþò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ρ1 â ïðåäåëàõ âåëè÷èíû
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.

Äàííûé ïîäõîä, êàê âèäèì, äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé. Çäåñü ðå÷ü èäåò îá àíàëèòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèÿõ ñ íåëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûë ïðåäëîæåí ìåòîä àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè êè-
íåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü çàäà÷ó äåêîìïîçèöèåé èñõîäíîé ñèñòåìû íà
ïîäñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè â ÷èñëå, ðàâíîì ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ [5], [6]:

1. Íàõîæäåíèå ìàðøðóòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íà ïîä-
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèì ìàðøðóòàì.

2. Íàõîæäåíèå ìàòðèöû U äëÿ êàæäîé èç ïîäñèñòåì. Îáúåäèíåíèå U -ìàòðèö.
3. Íàõîæäåíèå áàçèñà ÍÏÔ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî

íåçàâèñèìûì ìàðøðóòàì, îïðåäåëåíèå ÷èñëà è âèäà ÍÏÔ äëÿ èñõîäíîé ñëîæíîé ñèñòåìû
ýêâèâàëåíòíî àíàëèçó äëÿ íåñêîëüêèõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûì ìàðøðóòàì.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñîâîêóïíîñòü ñòàäèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìîæíî ðàçáèòü íà
ïîäñèñòåìû, â êîòîðûå âõîäÿò ÷àñòè ñòàäèé èñõîäíîãî ìåõàíèçìà. ×èñëî òàêèõ ïîä-
ñèñòåì ðàâíî ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ. Îáúåäèíåíèå U -ìàòðèö äëÿ êàæäîé ïîä-
ñèñòåìû ïîçâîëÿåò âûïèñàòü U -ìàòðèöó âñåé ñèñòåìû è íàéòè áàçèñ ÍÏÔ èñõîäíîé
ñëîæíîé ñèñòåìû ðåàêöèé.

Äëÿ ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëåíèé î çàêîíîìåðíîñòÿõ ñëîæíûõ ðåàêöèé îêàçàëîñü âåñüìà
ïîëåçíûì ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðàôîâ. Îíà áûëà èñïîëüçîâàíà ìíîãèìè àâòîðàìè äëÿ èë-
ëþñòðàöèè è àíàëèçà ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ ðåàêöèé, à òàêæå âûâîäà êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Äàëåå ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-ãðàôîâûé ïîäõîä àíàëèçà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðà-
ìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ [7].
Ñîâîêóïíîñòü ðåáåð, ïðîäîëæàþùèõ äðóã äðóãà, íàçûâàþò öåïüþ. Öåïü, ó êîòîðîé

íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàþò öèêëîì. Êîðíåâûì äåðåâîì íàçûâàþò öåïü, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà ê ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå, íàçûâàåìîé êîðíåì, è â
íåé çàêàí÷èâàþùåéñÿ. Âåëè÷èíå êàæäîãî ðåáðà äàþò êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó,
íàçûâàåìóþ âåñîì.

Â êà÷åñòâå ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè Ì.È.Òåìêèíûì [8] ââåäåí ãðàô õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè. Âåðøèíàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, ðåáðàìè � ñòàäèè. Â ñëó-
÷àå ëèíåéíîé ñòàäèè ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû, îòâå÷àþùèå ïðîìåæóòî÷íûì âåùåñòâàì,
ó÷àñòâóþùèì â ýòîé ñòàäèè. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè íåëèíåéíîé ñòàäèè â ðàññìîòðåíèå ââå-
äåíû âòîðè÷íûå ðåáðà. Íà ãðàôå ïåðâè÷íûå ðåáðà èçîáðàæàþò â âèäå ñïëîøíîé ëèíèè,
âòîðè÷íûå � ïóíêòèðíîé. Ïîä âåñîì ðåáðà ãðàôà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè áóäåì ïîíèìàòü
óäåëüíóþ (íà åäèíèöó ïðîìåæóòî÷íîãî ñîåäèíåíèÿ èëè ïîâåðõíîñòíîãî öåíòðà) ñêîðîñòü
ðåàêöèè. Âåñà ðåáåð, âåäóùèõ ê êîðíþ äåðåâà, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ðåàêöèé ñêëàäûâàþòñÿ,
à ïîñëåäîâàòåëüíûå � ïåðåìíîæàþòñÿ.

Èòàê, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëåäóþùèé:
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1. Íàõîæäåíèÿ öèêëà, ïîñòðîåíèå êîðíåâûõ äåðåâüåâ.
2. Íàõîæäåíèå âåñîâ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, âåñà öèêëè÷åñêîãî ãðàôà.
3. Âûïèñûâàíèå ñòàöèîíàðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
4. Íàõîæäåíèå áàçèñà ÍÏÔ.
Íà Ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåí ãðàô è êîðíåâûå äåðåâüÿ ìîäåëüíîé ðåàêöèè (1.3).

Ð è ñ ó í î ê 1.1
Ãðàô è êîðíåâûå äåðåâüÿ ìåõàíèçìà ðåàêöèè (1.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç wi) � ñêîðîñòü ðåàêöèè i (1 ≤ i ≤ 3) , vi) � âåñ äóãè (ñêîðîñòü
ðàñõîäîâàíèÿ�îáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî âåùåñòâà â i) -é ðåàêöèè), U � âåñ ãðàôà,
U =

∑
j Uj , ãäå Uj � âåñ j -äåðåâà, ò.å. äåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå j (j = Z,AZ,BZ) .

Âûðàæåíèÿ äëÿ âåñîâ äóã ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ñêîðîñòè ðåàêöèé ðàçäåëèòü íà êîíöåí-
òðàöèè ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Ñêîðîñòè ðåàêöèé çàïèñûâàþò
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ.

w1) = k1x
′
1y1, w2) = k2y2, w3) = k3y3

v1) = k1x
′
1, v2) = k2, v3) = k3

UZ = v2v3, UAZ = v3v1, UBZ = v1v2

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ìýçîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèé ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ,
ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé
ðåàêöèè (1.3) ñêîðîñòü ëþáîé ñòàäèè ðàâíà ñêîðîñòè ðàñõîäîâàíèÿ âåùåñòâà A èëè ñêî-
ðîñòè îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà B .

Òàêèì îáðàçîì,

R =
v2UAZ

UZ + UAZ + UBZ

=
v1v2v3

v2v3 + v3v1 + v1v2

R =
k1k2k3x

′
1

k1 (k2 + k3)x′1 + k2k3
(1.6)

ßñíî, ÷òî

∂ρ

∂k
= − 1

∆

(
x1 x21

)( k2k3 (1 + ε1) 0 0 k1k
2
2k

2
3

0 k21k
2
3 (1 + ε1)

2 k21k
2
2 (1 + ε1)

2 0

)
ãäå ∆ = −k1k2k3x1y1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (1.6) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

Q (k′) =


k1 0
0 k22
0 −k23

− (1 + ε1) 0


Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1
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Ìàòðèöà Q (k′) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ñâÿçè A (1.4).
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Decomposition of systems of the di�erential equations of

chemical kinetics on the basis of the graph theory

c⃝ S. I. Spivak3 A. S. Ismagilova4

Abstract. The subject of the given paper research is inverse problems of chemical kinetics. The
inverse problem is determining rate constants of elementary steps based on the experimental
data of the substance concentrations involved in the reaction. The main result is developing a
methodology of kinetic measuring informativity analysis when solving the inverse problems. This
methodology makes it possible to �nd the number and type of independent combinations of reaction
rate constants.
Key Words: Inverse problems, informativaty, model parameters, basis of parametric functions,
graph of chemical reaction.
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