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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàí êðèòåðèé îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
óñëîâèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà ïî 2 ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïðåäúÿâëåíî ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîêàçàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ êîíêðåòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ïîäðîáíåå
ñì. [1-9]. Èññëåäîâàíèÿìè â ýòîì íàïðàâëåíèè çàíèìàëèñü Í. Ëåâèíñîí, À.Í. Òèõîíîâ,
Ì.Ã. Êðåéí, Ì.Ã. Ãàñûìîâ, Á.Ì. Ëåâèòàí, Â.À. Ìàð÷åíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, Â.À. Þðêî
è äðóãèå.

Ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ îáðàòíîé íåñàìîñîïðÿæåííîé çàäà÷è ñ íåèç-
âåñòíûìè íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè áûëà ñòàòüÿ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî [10], â
êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âèäà −y′′+q(x)y = λ y äëÿ îäíîçíà÷íîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè q(x) è êîýôôèöèåíòîâ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé òðå-
áóåòñÿ òðè ñïåêòðà ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé çàäà÷ è äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå
äàííûå. Âïîñëåäñòâèè âîññòàíîâëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïîñâÿòèëè ñâîè ðàáîòû Ì.Ã. Ãàñûìîâ, È.Ì. Ãóñåéíîâ,
È.Ì. Íàáèåâ, Î.À. Ïëàêñèíà, Â.À. Þðêî, Á.Å. Êàíãóæèí è äðóãèå àâòîðû [9-12]. Áûëè
èçó÷åíû è íåïîëíûå îáðàòíûå çàäà÷è � çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ òîëüêî êðàåâûõ óñëîâèé
(ïîäðîáíåå ñì. [13]). Òàê, â ðàáîòàõ [13, 14] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îá-
ùèõ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì 2�ãî ïîðÿäêà

l(y) = y′′(x) + (λ p1 + p2(x)) y
′(x) + (λ2 q1 + λ q2(x) + q3(x)) y(x) = 0, (1.1)

Ul(y) =
2∑

k=1

(
alk y

(k−1)(0) + al k+2 y
(k−1)(1)

)
= 0, l = 1, 2, (1.2)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð; x ∈ [0, 1] ; p2(x), q2(x) ∈ C1[0, 1]; q3(x) ∈ C[0, 1];
alk, p1, q1 ∈ C .
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Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2),
ñîäåðæàùèå 8 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ alk , ïî 5 ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è
(1.1),(1.2) âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ ýòèõ èññëåäîâàíèé. Â ñòàòüå äàåòñÿ îòâåò
íà âîïðîñ î òîì, ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íóæíî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ
êðàåâûõ óñëîâèé âèäà:

U1(y) = a11 y(0) + a12 y
′(0) + a13 y(1) = 0, (1.3)

U2(y) = a21 y(0) + a22 y
′(0) + a23 y(1) = 0. (1.4)

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ alk êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4)
÷åðåç A :

A =

∥∥∥∥ a11 a12 a13
a21 a22 a23

∥∥∥∥ , (1.5)

à åå ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i -ãî è j -ãî ñòîëáöîâ, ÷åðåç Mij :

Mij =

∣∣∣∣ a1i a1j
a2i a2j

∣∣∣∣ , i, j = 1, 2, 3.

Âåêòîðû áóäåì âûäåëÿòü æèðíûì øðèôòîì � a . Ñèìâîëîì T áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñ-
ïîíèðîâàíèå. Âåêòîð-ñòðîêà ñ ýòèì èíäåêñîì � (a11, a12, a13)

T � áóäåò îáîçíà÷àòü âåêòîð-
ñòîëáåö. ×åðåç Span(a1, a2) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, ïîñòðîåííóþ íà âåêòî-
ðàõ a1 è a2 . Ðàíã ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç rankA .

Íàçâàíèå ñòàòüè ñâÿçàíî ñ èäåíòèôèêàöèåé êðàåâûõ óñëîâèé. ×òî æå îçíà÷àåò íàéòè
êðàåâûå óñëîâèÿ? Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè
âñå êîýôôèöèåíòû alk ìàòðèöû A . Îäíàêî ýòî îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî
îäíî è òî æå êðàåâîå óñëîâèå ìîæåò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû. Íàïðèìåð,
óñëîâèÿ y(0) = 0 è 5 y(0) = 0 èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû a11 . Â ïåðâîì
ñëó÷àå ýòî 1, à âî âòîðîì � ýòî 5. Îäíàêî ýòè êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è
òîìó æå êðàåâîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü ìàòðèöó A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê, à íå êîýôôèöèåíòû alk .

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû alk ôîðì Ul(y),
l = 1, 2 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) � íåèçâåñòíû; rankA = 2; èçâåñòíû ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λm çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4). Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3),
(1.4), ò.å. âîññòàíîâèòü ìàòðèöó A âèäà (1.5) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé åå ñòðîê.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàíèå ìàòðèöû A âèäà (1.5) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
åå ñòðîê ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè Span(a1, a2) , ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ
a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T .

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
(1.3), (1.4) äîñòàòî÷íî äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èçâåñòíî, êàêîé èìåííî ìèíîð Mij ìàòðèöû A îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) óïðîùàþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè èçâåñòíî, ÷òî M12 ̸= 0 , òî êðàå-
âûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó: y(0) + ã13 y(1) = 0 , y′(0) + ã23 y(1) = 0.
Òîãäà äëÿ ïîèñêà äâóõ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ã13 , ã13 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

Òàêîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, êàêîé èç ìèíîðîâ Mij ìàòðèöû
A îòëè÷åí îò íóëÿ. Â íàøåé æå ïîñòàíîâêå çàäà÷è èçâåñòíî ëèøü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
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A ðàâåí 2 è íåèçâåñòíî êàêîé èç ìèíîðîâ Mij îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåî-
ðåìû äîëæíû äàâàòüñÿ íå â òåðìèíàõ ìèíîðîâ, êîòîðûå íàì íåèçâåñòíû, à â òåðìèíàõ
èçâåñòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Íèæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà îá èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ïîëó-
÷åíà. Â ñòàòüå ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ìàëûì èçìåíåíèÿì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
þò ìàëûå èçìåíåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Âûÿâëåíà èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ñ çàäà÷àìè ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

2. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïóñòü {yn(x, λ)}n=1,2� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì y
(k−1)
n (0, λ) = δnk, n, k = 1, 2

×èñëà λm, m = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

∆(λ) =

∣∣∣∣ U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ (2.1)

(ñì. [15, ñ.1�16]), à çíà÷èò, è ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∆(λ1) = −M23 y1(1, λ1)−M31 y2(1, λ1) +M12 = 0,
∆(λ2) = −M23 y1(1, λ2)−M31 y2(1, λ2) +M12 = 0.

(2.2)

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷ íà ñèñòåìó (2.2) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1 =M23 , x2 =M31 , x3 =M12 . Îïðåäåëèòåëü ýòîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1 , x2 , x3 îáîçíà÷èì ÷åðåç F :

F =

∥∥∥∥ −y1(1, λ1) −y2(1, λ1) 1
−y1(1, λ2) −y2(1, λ2) 1

∥∥∥∥ , (2.3)

à åå ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i -ãî è j -ãî ñòîëáöîâ, ÷åðåç Fij , i, j = 1, 2, 3 .

Ò å î ð å ì à 2.1. (î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ) Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 , λ2 çàäà÷è
(1.1), (1.3), (1.4) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ1 è λ2 ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê îòìå÷åíî âûøå çàäàíèå êðàåâûõ óñëîâèé (1.3),
(1.4) ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè Span(a1, a2) , ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ
a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è λ2 ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí
2 (rankF =2). Òîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ Fij íå ðàâåí íóëþ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð N =
(M23,M31,M12) , îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîêàæåì ýòî. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F12 = y1(1, λ1) y2(1, λ2)− y2(1, λ1) y1(1, λ2) ̸= 0 .
Òîãäà ìàòðèöó F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäó-
þùåé ìàòðèöå: ∥∥∥∥ 1 0 −F23/F12

0 1 F13/F12

∥∥∥∥ (2.4)
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Ïîýòîìó ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

M23 − F23

F12
M12 = 0,

M31 +
F13

F12
M12 = 0,

(2.5)

èìåþùåé ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

M12 = C, M31 =
F31

F12

C, M23 =
F23

F12

C, (2.6)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. (Ñëó÷àé C = 0 ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû, ñîãëàñíî êîòîðîé rankA = 2 .) Êàê âèäèì èç (2.6), âåêòîð N =
(M23,M31,M12)

T ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî

ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòëè÷åí îò íóëÿ äðóãîé ìèíîð ìàòðèöû F (íå F12 ), òî íàéäåííûé

âåêòîð N = (M23,M31,M12)
T òàêæå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)

T ñ òî÷íîñòüþ
äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ìèíîðà F23 . Ïóñòü F23 = y2(1, λ2) − y2(1, λ1) ̸= 0. Òîãäà
ìàòðèöó F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåé ìàòðèöå:∥∥∥∥ F13/F23 1 0

−F13/F23 0 1

∥∥∥∥ . (2.7)

Ïîýòîìó ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

F13

F23
M23 +M31 = 0,

−F12

F23
M23 +M12 = 0,

(2.8)

èìåþùåé ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

M12 =
F23

F12

C1, M31 =
F31

F12

C1, M23 = C1, (2.9)

ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Èç (2.9) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð
N = (M23,M31,M12)

T ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî

ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð N =

(M23,M31,M12)
T , îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò

èíäåêñîâ. Ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
ñîäåðæàùóþ â ñåáå íà÷àëî êîîðäèíàò è ñîâïàäàþùóþ ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé Span(a1, a2) ,
ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T . Òàêèì îáðàçîì, ìàò-

ðèöà A è êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

Áîëåå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå âåêòîð N = (M23,M31,M12)
T ñîâïàäàåò ñ âåê-

òîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èí-

äåêñîâ. Ïîýòîìó ñîâïàäàþò è ëèíåéíûå îáîëî÷êè Span(a1, a2) è Span(f1, f2) , ãäå f1 =
(−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T , f2 = (−y1(1, λ2),−y2(1, λ2), 1)T . Ñëåäîâàòåëüíî ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê âåðíû ðàâåíñòâà

A = F =

∥∥∥∥ −y1(1, λ1) −y2(1, λ1) 1
−y1(1, λ2) −y2(1, λ2) 1

∥∥∥∥ . (2.10)
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Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî äâóì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 , λ2 çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) îäíîçíà÷íî. Òîãäà ìàòðèöà A îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, à åå ìèíîðû Mij íàõî-
äÿòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí 2 (rankF =2). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
rankF =1 (ñëó÷àé rankF =0 èñêëþ÷àåòñÿ ïîñêîëüêó ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû F ñîñòîèò
èç åäèíèö). Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû F äîëæíû áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ïîñêîëüêó ïåð-
âûé ñòîëáåö ìàòðèöû F ñîñòîèò èç åäèíèö, òî îáå ñòðîêè ìàòðèöû F äîëæíû ñîâïàäàòü,
îòêóäà

y2(1, λ1)− y2(1, λ2) = 0, y1(1, λ1)− y1(1, λ2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

∆(λ1) = −M23 y1(1, λ1)−M31 y2(1, λ1) +M12 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ìèíîðàìè M23 ,M31 ,M12 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâ-
íåíèå ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì (−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T . Âåêòîð N =
(M23,M31,M12)

T ñàì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì èñêîìîé ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíòîâ

a1M23 − a2M13 + a3M12 = 0,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî Span(a1, a2) . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî-
÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò, íîðìàëüíûå âåêòîðû êîòîðûõ ¾ïðîáåãàþò ïëîñêîñòü¿ ñ íîðìàëüíûì
âåêòîðîì f = f1 = f2 = (−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T . Äðóãèìè ñëîâàìè, èñêîìîå ìíîæå-
ñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê,
äëÿ êîòîðûõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a1 × a2) · f ðàâíî íóëþ. Èòàê, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
rankF =1, ìû ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè rankF =2, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñòðîê ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ (2.10). Åñëè rankF =1, òî ïîëó÷àåì áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ìàòðèö A , îïðåäåëÿåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.
Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ A íàõîäèòñÿ ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì λ1 è λ2 îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, òî rankF =2.
Åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèòñÿ ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 è λ2 íåîä-
íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, òî rankF =1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

Èòàê, ïóñòü ÷èñëà λ1 , λ2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3),
(1.4) è ðàíã ìàòðèöû F = F (λ1, λ2) ðàâåí äâóì. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî âûøå, ìàòðèöó A
êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (2.10). Ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò � ýòî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Ðàíåå àâòîðàìè äëÿ äðóãîé çàäà÷è óæå äîêàçûâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ [16]. Äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà. Çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî. Îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îñ-
íîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðîå ìû è ïðèâåäåì çäåñü.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷å-
ñêèìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà A èìååò âèä:

A =

∥∥∥∥ a11 a12 1
a21 a22 1

∥∥∥∥ . (3.1)

Çàìåòèì, ÷òî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïðèâîäÿòñÿ âñå êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) çà
èñêëþ÷åíèåì óñëîâèé Êîøè y(0) = 0 , y′(0) = 0 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
äëÿ óñëîâèé Êîøè íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó ãîâîðèòü î çàäà÷å âîññòàíîâ-
ëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà). Èç
âèäà óðàâíåíèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè y1(1, λ) è y2(1, λ) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ .
Ïîýòîìó åñëè λ1 è λ2 èçìåíÿòñÿ ìàëî, òî è ýëåìåíòû ìàòðèöû (2.10) òàêæå èçìåíÿòñÿ
ìàëî. Îòñþäà è âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

4. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü èçâåñòíû
äâà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 = 0 , λ2 = 2 π . Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò ýòèì çíà÷åíèÿì.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
y1(x, λ) = cosλx è y2(x, λ) = (sinλx)/λ . Ïîýòîìó èç (2.10) ïîëó÷àåì, ÷òî

A =

∥∥∥∥ −1 −1 1
−1 0 1

∥∥∥∥ ,
à êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: −y(0)− y′(0) + y(1) = 0 , −y(0) + y(1) = 0 .

Ï ð è ì å ð 4.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü äâà åå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1 = 0, 01 , λ2 = 6, 29 (îòëè÷àþòñÿ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íå áîëåå ÷åì íà 0,01). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.10) äëÿ ìàòðèöû
A , ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ òå æå ñàìûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ÷òî è â ïðèìåðå 4.1.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A =

∥∥∥∥ −0, 99995 −0, 99998 1
−0, 99998 −0, 002167 1

∥∥∥∥ .
Ï ð è ì å ð 4.3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü äâà åå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1 = 2 π , λ2 = 4 π . Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.3) äëÿ ìàò-
ðèöû F , ïîëó÷èì:

F =

∥∥∥∥ −1 0 1
−1 0 1

∥∥∥∥ .
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íîðìàëü-
íûå âåêòîðû êîòîðûõ ¾ïðîáåãàþò ïëîñêîñòü¿ ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì f = (−1, 0, 1)T .
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4), ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 = 2 π , λ2 = 4 π . Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ èñ-
êîìûõ êðàåâûõ óñëîâèé ãîäÿòñÿ ëþáûå, äëÿ êîòîðûõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ
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âåêòîðîâ (a1 × a2) · f ðàâíî íóëþ. Ïîìèìî êðàåâûõ óñëîâèé −y(0) − y′(0) + y(1) = 0 ,
−y(0)+y(1) = 0 ãîäÿòñÿ, íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ y(0) = 0 è y(1) = 0 . Äåéñòâèòåëü-
íî, â ñëó÷àå ýòèõ êðàåâûõ óñëîâèé èìååì:

(a1 × a2) · f =

∣∣∣∣∣∣
−1 −1 1
−1 0 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, (a1 × a2) · f =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîäûòîæèâàÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè ÷èñëà λ1 , λ2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) è ðàíã ìàòðèöû F = F (λ1, λ2) ðàâåí äâóì, òî çàäà÷à
îòûñêàíèÿ ìàòðèöû A êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ñòðîê ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé: ðåøåíèå åå: 1) ñóùåñòâóåò, 2) åäèíñòâåííî, 3) íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ λ1 , λ2 . Íàéäåí ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé
çàäà÷è â âèäå ìàòðèöû (2.10) êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé âèä ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) íå ñóùåñòâåíåí. Âåäü ðåøåíèå çàäà÷è (2.10) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {y1(x, λ), y2(x, λ)} . Ëèíåéíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü è áîëåå îáùåãî âèäà. Ãëàâíîå, ÷òîáû ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ðåøåíèÿ y1(x, λ), y2(x, λ) áûëè áû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
ïî x è λ .

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) èìååò îñîáåííîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáùèì ñëó÷àåì èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.2). Â âîññòàíîâëåíèè (1.3), (1.4) ó÷àñò-
âóþò âñå ìèíîðû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà M12 , M13 , M23 (F12 , F13 , F23 ). Òî åñòü êàêèå
áû çíà÷åíèÿ ìû èì íå ïðèïèñàëè, âñåãäà íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ
(1.3), (1.4). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé (1.2)
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà M12M34 +M13M42 +M14M23 = 0 [13, 16].
Â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé.
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On the identi�cation of nonseparated boundary conditions

c⃝ A.M. Akhtyamov5 , 6, A.V. Mouftakhov7 , 8

Abstract. A criterion for uniqueness of the nonseparated boundary conditions restoration for
eigenvalue problem with the di�erential equation of order 2 from two eigenvalues is proved. An
explicit solution of the problem is presented. The well-posedness of the problem is showed. Examples
of boundary conditions identi�cation for the speci�c spectral problems are considered.
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